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ERRATA ET ADDITIONS. 


Page 5, ligne 12, au lieu de le. principe de relativité, lire la théorie nou¬ 
velle. 

Pages 6 et 7, remplacer les quatre dernières lignes de la page 6 et les quatre 
premières lignes de la page 7 par ce qui suit : considérons, en effet, deux systèmes 
S et S' dans chacun desquels les observateurs ont des horloges identiques 
Prenons A comme événement origine du temps dans chacun des systèmes} B se 
produit à l’époque t du système S et à l’époque t' du système S'; la simultanéité 
étant absolue, les indications t et t' des deux horloges constituent deux évér 
nements simultanés, non seulement pour les observateurs des systèmes S et S’, 
mais pour tout observateur j cela signifie que les heures marquées sont les mêmes 
pour tous les observateurs : l’intervalle de temps séparant A et B est absolu. 

Page i5, ligue 8, lire ; la vitesse apparente de la lumière devrait varier avec la 
direction : cette variation aurait pour conséquence un effet du second ordre que 
Miche [son, etc. 

' Page 17, ligne 7, lire : frange centrale noire. 

Page 17, ligne 17, lire : ces vitesses, ainsi que les vitesses suivant les direc¬ 
tions o-pposées (retour des rayons) étant inégales, etc. 

, Page 18, ligne io, lire : de manière, que la différence des temps mis par la 
lumière à parcourir les deux bras, aller et retour, soit la plus grande possible, 
et pour cela orienter, etc. 

Page 21, ligne a3, ajouter : l’indépendance de la vitesse de la lumière et de 
l’état de mouvement de la source lumineuse esL conforme à l’expérience, ainsi 
que de Sitter l’a établi par L’observation des étoiles doubles très éloignées. 

- Page 27, ligne 27, au. lieu de principe de l’iqVarianca, etc., lire principe de 
l'isotropie de'propagation de la lumière (n a 10) ont pour conséquence, etc.' 


Page 39, formule du a 0 T9, lire 


v -f- 


i-t- — 
en 


Page 89, addition au n° 19 : Il est à remarquer que — est la vitesse de la 
phase; celte vitesse a une signification parement géométrique : la phase ne peut 
pas servir à envoyer un signal, et lorsque ~ > c, il n’y a dans ce fait aucune con¬ 
tradiction avec l’affirmation qu’un signal nie se propage jamais avec une vitesse 
supérieure k c. 
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vnI ERRATA ET ADDITIONS. 

Page /io, citation de Minkowski, «a lieu de disparaître dans l’ombre, lire 
disparaître comme des fantômes. 

Page 5 i, ligne 27, lire : 2“ Dans les mêmes conditions, etc. 

Page 5 a, ligne 3 , lire : 3 » Avec P. Langevin, etc. 

Page Ci, ligne 1, au lieu de f a , lire t. 

- Page 65 , ligne 2, et page 66, ligne 5 , au lieu de T, lire Ta. 

Page 73, dernière ligne, lire : un point P. 

Page 74, formule (10-7), au lieu de z , lire x . 

Page 81, aux équations (1-8), ajouter : 

dL 
()x 


d\ dY dZ 
ôx ây àz 


dM dN 
ôy dz 


Page 82, ligne 16, au lieu de champ magnétique, lire induction magnétique. 

Page, 86, Remarque : Lorsque la tigo est en mouvement, le champ électroma¬ 
gnétique n’est plus le champ initial. Pour supprimer toute ambiguïté, à partir de 
la açj® ligne, remplacer les X', Y', Z' par X^, Y), Z t ; X, Y, Z, L, M, N pai X^ 
Y z p L„ M,, N„ et lire la formule finale du n° 34 : 


Z, le 


o/M, 


-vlM, 



WM S est le flux coupé, etc. 

Page 88, ligne i 5 , lire : des produits des trois composantes A„ A„ K etc. 
Page g 3 , formule (19-8), au Heu de V', lire V au dénominateur. 

Page 97, avant-dernière ligne, ajouter (i électromagnétique); et, dans la for- 
mule de Laplace, supprimer -• 


page 100, ligne a4, lire O y et O z. 

Page i 34 , lignes 9 et. 10, lire ; doivent, pour être exprimées souâ la forme la 
18 générale, contenir implicitement ou explicitement les grandeurs, etc. 

Page 1 36 (n° 57 ). Remarque : Nous avons reproduit, à peu de chose près, le 
isonnement d’Kinstein. (La relativité restreinte et généralisée mise à la portee 
tout le monde.) Il nous semble cependant que l’observateur immobile au centre 
lit trouver ir'Cnisi, en effet, la circonférence est jalonnée par N piquets équidis- 
nts l’observateur trouve évidemment que la circonférence contient toujours le 
ème nombre N d’arcs élémentaires, que le disque soit au repos ou en rotation, 
ais quand le disque tourne, chaque arc élémentaire est devenu plus court pour 
ibscrvateur, celui-ci estime donc que la circonférence s’est raccourcie. 

Page ï 4 a, lignes 17 et suivantes, lire : un corps abandonné à lui-mètae dans un 
lmp d gravitation ne sc meu’t pas d'un mouvement rectiligne et un, orme 
«Vil Uu une force appliquée. Il fui. dl« : nn cotp. .bao^é Uw- 
,ême se meut toujours suivant la loi d’inertie, la loi d action stationnaire 

8 fds = 0 ; 
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IX 


ERRATA ET ADDITIONS. 

d’Univcrs naturelles, etc. 

Pago . 4 a, ligne a 7 , lire : la déformation de l'Espace-Temps à parti» de la forme 
euclidienne, etc. 

Page . 44 , dans la seconde des formules P-..), : tlxTdl" 

Ure J, cosl a.., et, dans les formules (. 3 -»,, lire : „(«, <*.»*.-». «»“*•> ** 

r:h- 


Page 1 

67, formule ( 38 -i 

3 ), lire : A^ v = 

d^ v 

ÜX y 

-r; 

| •'W 

Page 

184, formule (n- ' 

14 ), au lieu de 

gff, lire 


Page 

1 55 , lignes 5 , ü, 7, 

lire : 






\ / 



( !hi 



, daîç 

-- 

, 



d 2 1 

làSv 4 

àgofi 

d g ni. 



-b - -;- 1 

da’ f ôx a 

^ da; 0 

+ "dâ^ 

~ "dïëjj 



d 2 

/àg af 

àg^ 




üæ^ üx a 

\ 



Page 

188, équation (x 5 - 

- 1 4 ) , lire : 





£fl£g + 

ds* i 9 

1 dx a 
j ds 

dx^ 
ds ~~ 

0. 

P?ge 

ao 3 , ligne 33 , lit 

' e ■' X 
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Page 207, à la fin du n° 85 , ajouter : H est à noter que s, ies forces j ^ j 

.ont les forces principales dans un champ de gravitation permanent et en coor- 
, & n^.nue aaliléennes, il peut en être autrement pour un champ de force 

s, « «.«» «-me.. **->. *«• » d ° 

rotation ( a- 00), les j ^ j sont nnls) si »c est la vitesse angulaire, le, forces sont 
déterminées par 

|^ l j=u>, | 2/| |=— w (force de Coriolis), 

|44J j*4 j = —w 2 a; 3 (force centrifuge). 

1 : 44 "1 

Page 208, hgne 19, ; [ 4 J' 

1 d 2 

Page 216, avant-dernière ligne, lire : -5 — el0 --- 

Page 220, ligne 19, au lieu de c 2 , lire ; -j- 






PRINCIPE DE RELATIVITÉ 

ET LA 

THÉORIE DE LA GRAVITATION 


INTRODUCTION. 


Une théorie nouvelle a révolutionné les notions fondamentales 
sur lesquelles reposaient la mécanique et la physique. Albert 
Einstein, aj r ant eu l’audace d’abandonner les idées basées sur les 
apparences les plus familières, a développé cette théorie, avec 
une saisissante continuité de pensée, en deux grandes étapes : celle 
de la relativité restreinte au mouvement non accéléré (iç>o 5 ) et 
depuis 1912 celle de la relativité généralisée. S’étant élevé au-dessus 
de Copernic, de Galilée et de Newton, Einstein a découvert la loi 
de la gravitation et a été conduit à une impressionnante conception 
de l’Univers. 

Les premiers hommes ont considéré la Terre comme plane; 
pendant longtemps on a pensé que la Terre était le centre du 
Monde; des illusions aussi profondes, mais plus difficiles à. recon¬ 
naître et à abandonner, régnent encore aujourd’hui : on croit que 
l’espace et le temps sont absolus et indépendants l’un de l’autre, 
on considère le tempes comme universel, l’espace comme formant 
un univers euclidien et infini. 

Cependant, l’espace dans lequel nous mesurons des distances, le. 
temps que nous évaluons à l’aide d’horloges, ne sont ni absolus ni 
indépendants : ils sont unis et forment un Univers à quatre dimen¬ 
sions; seule cette union possède une individualité. La théorie de 
la relativité généralisée nous montrera que l’Espace-Temps n’est 
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l.NTUOnUCTION. 


pus régi dans son ensemble par les lois de la géométrie d’Euelide : 
on doit étendre la notion de courbure à celle imilljplieilé quadri- 
dimcnsionnclle, et la courbure d„e l’LJnivtîrs se. manifeste par le 
phénomène de la gravitation. 

Dans l’Espaee-Temps existe la matière, et. plus généralement, 
l'énergie, dont la matière est un des aspects. 

11 n’y'a plus, comme en mécanique rationnelle, de masse inva¬ 
riable caractérisant une (punitilé déterminée de matière; la notion 
de. masse se confond avec celle, d'énergie; la naisse d’un corps 
mesure son énergie totale; (die varie; avec la vitesse, et. elle est 
relative à l’observateur car il n’y a pas de vitesse absolue, unîtes les 
vitesses de translation étant relatives. 

La mécanique classique garde, cependant, toute son importance, 
car, bien que les notions d’espace et de temps sur lesquelles elle 
est, basée; soient inexactes, les lois auxquelles elle conduit, sont 
d'excellentes approximations, toujours valables dans la pratique, 
en général suflisanlcs en astronomie et en physique. Toutefois 
certains écarts aux lois classiques doivent, être expliqués, et il est 
nécessaire de savoir pourquoi eus lois ne. sont pas, comme, on h; 
croyait, l'expression exacte; de la réalité. 

On doit répandre aujourd’hui les idées nouvelles. Elles ne con¬ 
duisent pas à une complication de la Science; bien au contraire il 
en résulte une admirable harmonie, une merveilleuse synthèse des 
lois naturelles, par laquelle on aperçoit pour la première fois les 
liens qui unissent de,s phénomènes en apparence indépendants. 

Le souci de la vérité, la satisfaction qu’éprouve l’esprit à 
pénétrer plus avant dans la compréhension dos phénomènes, com¬ 
pensent largement les efforts (pu; demande l’étude du principe de 
relativité. La principale difficulté qu’ou rencontre vient, de la 
répugnance à abandonner des idées acquises, et. de l’étonnement 
où l’on est plongé devant certaines conséquences qui, par leur 
étrange;lé, choquent ce que l’on considère comme le bon sens. Il 
faut, en abordant celte élu ch;, avoir le courage de renoncer réso¬ 
lument aux idées préconçues. 


PREMIÈRE PARTIE. 

LA RELATIVITÉ RESTREINTE. 


CHAPITRE I. 

LES NOTIONS ANCIENNES D’ESPACE ET DE TEMPS. 


Nous allons analyser les-conceptions sur lesquelles sont fondées 
la géométrie et la mécanique rationnelle. Cette étude nous con¬ 
duira à l’expérience célèbre par laquelle Michelson avait pensé 
mettre en évidence le mouvement absolu de la Terre; nous ren¬ 
contrerons une discordance complète entre l'effet prévu et le 
résultat expérimental et nous chercherons les causes profondes de 
ce désaccord. 

1. Groupes de transformations de coordonnées. 

Groupe de la géométrie. 

Soit, dans l’espace, un corps immobile par rapport à l’ob¬ 
servateur; pour repérer la position de ce corps, nous pouvons 
choisir un système d’axes rectangulaires quelconque, que nous 
supposerons également immobile. Ce système S (a?, y, z) nous 
permettra d’exprimer les distances des différents points du corps, 
les angles, la surface, lç volume. 

Changeons maintenant de système de coordonnées*- en prenant 
un second S3 r stème de référence S'(a?', y 1 , z'). Les formules de 
transformation de coordonnées sont les relations bien connues qui 
expriment les coordonnées nouvelles, x ', y\ z en fonction des 
coordonnées anciennes a?, y - , z (et inversement) ; ces relations font 
intervenir six paramètres qui définissent la position relative des 
deux systèmes d’axes S et SL 
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Avec les coordonnées nouvelles, nous pourrons exprimer, par 
des formules ayant même forme que les précédentes, les distances 
des points du corps, les angles, etc. 

La propriété essentielle de ces formules de transformation de 
coordonnées est qu’elles forment un groupe ('), c’est-à-dire que 
si nous effectuons successivement deux transformations de ce 
genre, la première correspondant au passage de S(#, y, s) 
à S'(x r , y', 5'), la seconde au passage de y', z 1 ) à un troi¬ 

sième système Sy", z"), les relations entre les coordon¬ 
nées #, y, z et les coordonnées x'\ y", z" sont exprimées par des 
formules de même genre correspondant au passage direct du pre¬ 
mier système S au troisième système S”. 

L’ensemble de toutes ces transformations de coordonnées, 
correspondant à toutes les valeurs possibles des six paramètres qui 
caractérisent une transformation, jouit donc de cette propriété 
que l’emploi successif d’un nombre quelconque de transformations 
de ce groupe est équivalent à une transformation unique du même 
groupe. 

Groupe de fa cinématique . — Considérons maintenant un sys¬ 
tème S' [x\ y', z 1 ) en mouvement rectiligne et uniforme par 
rapport au premier système S, avec une vitesse e. Pour envisager 


Fig. 1. 



le cas le plus simple, supposons que les axes des x' et des x soient 
confondus et parallèles à la direction de la vitesse, que les axes 


(') P. Lanqevin, Bulletin de la Société de Philosophie , janvier 1912. 
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des y’ et des y : des z' et des ^ soient parallèles et que les ori¬ 
gines O' et O coïncident à l’origine du temps t = o. Les formules 
de transformation sont les suivantes : 

(i-i) O) x'=x — vt, y' — y, z' = z. 

Ces trois relations définissent une transformation dépendant 
d’un seul paramètre v et toutes les transformations de ce genre 
correspondant à toutes les valeurs de v constituent un groupe, car 
deux transformations successives de vitesses v et v' équivalent à une 
transformation unique de meme forme, de vitesse v"~ v-\-v'. 

Ce groupe porte le nom de groupe de Galilée. 

11 était utile d’appeler, dès le début, l’attention sur les groupes 
de transformations, car nous verrons que l e -pr - kicip o -■d e - rela tivité i 
est baséêsur le fait que les équations fondamentales de la mécanique 
classique et celles du champ électromagnétique n’admettent pas le 
môme groupe de transformations. 


2. Les invariants fondamentaux de l’ancienne conception 
de l’Univers. Le temps et Fespace absolus ( 2 ). 

Toutes nos observations, tôutes les sensations par lesquelles 
nous percevons l’Univers font intervenir à la fois l’espace et le 
temps, car elles sont déterminées, non pas uniquement par des 
positions ou des formes dans l’espace, mais par des événements 
qui se produisent à un certain lieu et à une certaine époque. 
Tout événement possède quatre coordonnées : trois coordonnées 
d’espace et une coordonnée de temps. 

• D’autre part, les lois de notre science sont des relations entre 
diverses grandeurs mesurées par l’observateur; pour que ces lois 
correspondent à une réalité objective, il faut qu’elles puissent 
s’exprimer sous une forme indépendante de l’observateur et indé¬ 
pendante du système de coordonnées que celui-là a choisi; c’est 
l’idée qui a guidé Einstein dans tout le développement de’ sa 


(') Le numérotage des formules sera fait de la façon suivante: ( n — p ) signifie 
la /i Um * formule du Chapitre p. 

( 5 ) P. Lanüeviv, Bulletin de la Société de Philosophie, janvier 1912; L'évo¬ 
lution de l’espace et du temps ( Scientia, ign). 
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théorie. On voit qu’il est tout d’abord essentiel de des 

observations les éléments invariants , c’est-à-dire ceux HlA 1 * sont 
indépendants de tout système de référence. 

Le temps absolu. — Dans la conception ancienne, t* n postulat 
fondamental est celui qui fait jouer au temps le rôle fl invariant : 
c’est Vhypothèse du temps universel et. absolu. ChercD oivs quelle 
peut être l’origine de cette notion de Lemps absolu. 

Imaginons un certain nombre de systèmes de référenoo on mou¬ 
vement les uns par rapport aux autres; dans chaque système se 
trouve un observateur, immobile par rapport à son système. 

Deux événements A et B se produisent : pour l’observateur d’un 
des systèmes, A est antérieur à B. Pourquoi se croit— on. obligé 
d’admettre que À est nécessairement antérieur à B dans tous les 
systèmes? 

Cela tient à ce qu’on suppose implicitement que; A- a pu. être la 
cause de B, ou tout an moins à ce qu’on admet que l’événornent A 
aurait pu influencer ^événement B. Il serait évidemment absurde 
de supposer que, pour certains observateurs, l’eflcl puisse être 
antérieur à sa cause : on est donc conduit à penser que. l’ordre de 
succession de deux événements est toujours bien déterminé, qu’il 
est le même dans tous les systèmes. 

Demandons-nous maintenant pourquoi on admet que B a. toujours 
pu être prévenu de A : c’est parce qu’on suppose la possibilité 
d’une causalité pouvant se propager instantanéme?!, t. Or cette 
possibilité, non seulement est compatible avec la mécam i C£iie ration¬ 
nelle, mais est exigée par la mécanique puisqu’on admet la concep¬ 
tion du solide parfait : avec une tige rigide, on aurait p ri signaler 
instantanément la production du premier événement. au point où 
le second, va se produire et influencer ce second événement. 

La notion de possibilité d’une propagation instanl.uii tîo entraîne 
celle de simultanéité absolue : deux événements simultanés dans 
un-système sont simultanés dans tous les autres. II vésxiltc de là 
que la durée qui sépare deux événements À et B est lu même pour 
tous les observateurs : considérons, en effet, deux sys tèm es S et S' ; 
soient a et (3 deux événements se produisant dans 1 o système S et 
simultanés avec A et B dans ce système, od et denx événements 
simultanés avec A et B dans le système S'; la simultanéité étant 
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absolue, a et cd sont simultanés, ainsi que [3 cl {3' ; donc l’intervalle 
de temps qui sépare a et [3 dans le système S est égal à l'intervalle 
qui sépare a! et [ 3 ; dans S', égal aussi à celui qui sépare A et B.^ 
C’est bien le teni/is absolu. 

Ainsi, les notions de solide parfait, de propagation instantanée, 
de simultanéité absolue, de durée absolue s’unissent et s’adaptent 
complètement les unes aux autres. Qu’une de ces notions vienne à 
être renversée, tout l’échafaudage s’écroulera. 


L’espace absolu. — La notion d’espace absolu dérive aussi de 
l'idée du solide parfait, ou encore de l’invariance de forme des 
ligures géométriques. 

La géométrie n’envisage que des événements simultanés, car la 
forme d’un objet est l'ensemble des positions simultanées de 
tous ses points (définition de P. Langevin). Puisqu’on suppose 
(pic, la simultanéité est absolue, une figure géométrique aune forme 
absolue, indépendante de l’état du mouvement du système de réfé¬ 
rence : un corps qui a la forme d’une sphère pour un observateur 
doit, d'après les idées anciennes, être encore une sphère pour tout 
observateur en mouvement par rapport au premier. 

L’invariant fondamental de l’espace est la distance spaciale de 
deux événements simultanés. Soient y ,, z { , # 2 , y», z* les coor¬ 
données d’espace de ces événements dans un premier système S; 
.soient x\ , y ',, z \, yj z' u les coordonnées des deux mêmes évé¬ 
nements dans un second système S’. La distance-deces événements 
est donnée par les équations 


(a-0 


l’i ~ ( x.x — X\ )■ -1- (y2 — y\ )- *+■ (^2 — -&1 ) 2 dans le système S, 
= (*;— (y* — /i) , + (*s—' s i ) 8 dans le système S'. 


Si les Systèmes S et S' sont immobiles l’un par rapport à l’autre, 
l’application des formules de transformation de coordonnées de la 
géométrie montre que l == V. D’ailleurs c’est cette condition d’in¬ 
variance qui définit entièrement le groupe de la géométrie. 

Si S et S' sont en mouvement l’im par rapport à l’autre, l’appli¬ 
cation des formules du groupe de Galilée donne encore l—V\ le 
temps s’élimine parce que, la simultanéité était supposée absolue, 
les événements sont simultanés dans les deux systèmes à la fois. 

Ainsi, dans la conception ancienne , la distance spaciale de 
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deux évènements est un invariant , sous ta condition ess (*ïi ttelle 
que ces événements soient simultanés. 

D’autres invariants sont d’ailleurs envisagés en géomtî Itue ; Ge 
sont les angles, surfaces, volumes. 

Les équations qui expriment les lois de la géométrie sont les 
mêmes dans tous les systèmes d’axes, car elles ne changent p>as de 
forme par application des formules de transformation do coor¬ 
données. 

Cette invariance de forme correspond à une réalité indépen¬ 
dante de tout système de référence : cette réalité est Ve,sf>ey,ce de 
la. géométrie euclidienne , l’espace absolu. 

3. Distance dans Pespace de deux événements 
non simultanés. 

Lorsque deux événements ne sont pas simultanés, Ion >' <1 i stance 
spaciale n’est plus un invariant : elle est fonction du système de 
référence. Par exemple : un observateur quitte un lieu A. <1 ans un 
véhicule qui le transporte dans un lieu R, au bout d’uix temps 
déterminé. Le départ do A et l’arrivée en B sont deux évéïu:monts. 
Dans un système lié à la Terre, la distance spaciale tic ces deux 
événements est la distance AB; dans le système de l’oI>servatcur, 
c’est-à-dire dans un système d’axes lié à l’observateur, lu distance 
est nulle, puisque les points de ce système où se sont passés les 
événements sont en coïncidence. 

La distance de deux événements non simultanés est donc rela¬ 
tive acr système de référence; évidemment elle doit avoir une 
valeur absolue dans l’espace absolu, mais l’observaloii r ne peut 
pas déterminer la distance absolue parce que, ignorant son propre 
mouvement dans l’espace absolu, il ne peut pas tenir compte du 
trajet qu’il' a parcouru dans l’espace absolu pendant, le temps 
écoulé entre les deux événements. 

La cinématique classique conduit donc à envisager mie dissy¬ 
métrie entre les propriétés de l’espace et celles du temps : l’espace 
est absolu pour les événements simultanés, relatif pour des événe¬ 
ments non simultanés, alors que le temps est toujours supposé 
absolu. L’espace et le temps jouent des rôles differents dans la 
conception ancienne. 
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Nous verrons disparaître celte dissymétrie dans l’Espace-Temps 
de la ihéorie nouvelle. 


4. La dynamique newtonienne. 


La cinématique est définie par le groupe de Galilée. La dyna¬ 
mique ajoute les notions de masse et de force. 

La masse (coefficient d’inertie) d’une portion de matière est 
a priori considérée comme constante, indépendante des change¬ 
ments d’état que la portion de matière peut subir, indépendante 
de l’état de repos ou de mouvement : c’est un invariant qui a 
môme valeur dans tous les systèmes de référence et qui caracté¬ 
rise une quantité déterminée de matière. 

La force est un vecteur d’espace; ses composantes se comportent 
comme les projections d’une distance sur les axes de coordonnées. 

Écrivons de nouveau le groupe de Galilée : 


x’ — X — vl, 
jk' = jk, et 

z' — Z 


X — x'-\- Vt, 

.y=y’> 

Z — z'. 


On a immédiatement 

dx dx' dy dy' dz dz' 

~dt = ~dt + V ' ~dt~~dt ’ dt ~ dt‘ 


Si la vitesse v de O' dans le système S est, non plus parallèle . 
à O oc, O x', mais d’orientation quelconque, et a pour compo¬ 
santes <> r , <’*, on a -, 


(3-i) 


dx _ dx' 

dt ~~ dt 


Xi 


dy dy' t dz dz 

~dt~ ~dt ~ rÇy ' dt ~ dt 


'Z j 


c’est le théorème de l’addition des vitesses qui se composent 
géométriquement suivant la règle du parallélogramme. Une 
seconde dérivation donne 

d i x d 1 æ' d'-y _ d 2 ÿ d*z __ d^-z' 

~dF ~~ dt 2 ’ dC- ~ dt 2 ’ dt 2 dt 2 ’ 


m étant la masse d’un point matériel, X, Y, Z; X', Y', Z les 
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composantes de la force F dans les systèmes S et S', l° s fiqxiations 
du mouvement s’écrivent 


m. -- f — Y m—d~ —7 , ( s 3 r ?tème S), 

f/Z 2 1 f/Z 2 ■ 

m ~nr = Y', m = Z' (système S'). 

f/Z 2 f/Z 2 " 

avec X = X / , Y = Y', Z = Z'. Plus généralement, si les axes des 
deux systèmes, au lieu d’ètre parallèles, ont une orientaiMon rela¬ 
tive quelconque, on a encore (4-i), avec 

F = /X 2 h- Y 2 -h Z 2 = y'X's-t- Y' 2 h- Z' 2 . 


(4-0 


cl 2 x 

~dâ 

d- x' 
dt 2 


X, 

X', 


Les équations fondamentales de la dynaniiq ne co?iservent 
donc leur forme quand on jiasse d’un système de iéj évence à 
un autre système en mouvement rectiligne et onne par 

l'apport au premier. On peut les résumer par la l'olatiorz vecto¬ 
rielle , indépendante de tout système de coordonnées, 

—V —V — 

m y = F, '( étant le vecteur accélération. 

L’invariance des lois de la mécanique permet (l’en donner de; 
énoncés intrinsèques , par l’introduction d’éléments vectoriel 
(vitesse, accélération, force, etc.), tensoriels (moments d’inertie 
déformations élastiques, tensions élastiques, etc.) et scalaire 
(masse, énergie, etc.), de même que les invariants cle la géoniétri 
(distances, angles, etc.) permettent d’énoncer les théorèmes san 
faire intervenir des axes de coordonnées. 


5. Le caractère relatif du mouvement de translation 
uniforme et le caractère absolu de l'accélération. 

Puisque les lois de la mécanique sont les mémos dans tous L 
systèmes en mouvement.de translation uniforme, il est impossibl 
par des expériences mécaniques faites à Vintét'ieut' cVun sy 
tème clos , de mettre en évidence un mouvemen. t de trçinslatu 
uniforme de ce système. 

Le mouvement de translation uniforme n’a donc pas un cara 
tère absolu; on ne peut parler de translation uniforme que rela 
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veinent à un corps do référence considéré, par convention, comme 
au repos. 

Ce principe, constitue le principe de. relativité de la mécanique 
newtonienne. Il est conforme à l’expérience. 

Par contre, toute accélération a un caractère absolu et peut être 
mise en évidence par des expériences intérieures à un système; 
l’état d’accélération d’un système sc manifeste par un champ de 
force d’inertie. En particulier, il y a rotation absolue, .comme le 
prouvent les effets de force centrifuge en statique et de force cen¬ 
trifuge composée en dynamique : les astres auraient pu être perpé¬ 
tuellement masqués par un rideau de nuages, on aurait néanmoins 
mesuré la rotation de la Terre par l’expérience du pendule de 
Eoueaull. 





CHAPITRE II. 

IA HIÏCUliltCHE DU mouvement absolu. 


Si, par des expériences mécaniques à l’intérieur d’un système 
clos, il esl impossible de révéler un mouvement de translation 
unilorme de ce système, il en est autrement lorsque le système 
n’est plus clos, lorsque l’observateur peut se mettre en relation 
avec un milieu extérieur. 11 devient alors possible cle mettre en 
évidence et de mesurer la vitesse par rapport au milieu exté¬ 
rieur. 

Précisément, pour expliquer la propagation des ondes électro¬ 
magnétiques, les physiciens avaient supposé l'existence d’un 
milieu doué de propriétés quasi matérielles, L'éther remplissant 
tout l’espace, et pénétrant la matière. On devait donc espérer, 
par des expériences électromagnétiques ou optiques, révéler un 
mouvement de translation par rapport à l’éther. L’éther s’identi¬ 
fiant en quelque sorte avec l’espace, on a appelé ce mouvement le 
mouvement absolu. 


6. L’expérience de Fizeau « entraînement 
des ondes lumineuses par la matière ». 

Tout d’abord, une question se pose : l’éther no serait-il pas 
entraîné par la matière en mouvement? s’il en élait ainsi, et si 
l’entraînement était total, il serait impossible de déterminer le 
mouvement absolu. 

Fresnel a déduit de l’aberration de la lumière, par' application 
de la théorie mécanique de la lumière, que l’éther devait être 
entraîné partiellement : soient n l’indice de réfraction d’un corps 
transparent, v la vitesse de ce corps; l’éther doit être entraîné 
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avec une vitesse a : 



de sorte que, si c est la vitesse de la lumière dans l’espace vide de 
matière et c’ la vitesse de la lumière, pour une radiation d’indice //, 
dans le corps en mouvement, on'doit avoir 


(1-2) 


c 

IX 



la vitesse d’entraînement v (^1 — ^ s’ajoutant à la vitesse - dans 

le corps au repos ou se retranchant de cette vitesse selon que le 
sens du mouvement du corps est celui de la propagation des ondes 
ou le sens opposé. 

Fizcau a vérifié expérimentalement la formule de Fresnel. 


Fig. 2. 


F*,, 



Une source de lumière est placée en S. Les ondes lumineuses, 
réfléchies par une lame de verre à faces parallèles, sont rendues 
parallèles par un objectif achromatique L. Deux rayons traversent 
les fentes a et a\ sont écartés par une bi-lame AA', passent dans 
les tubes AB, A'B', puis sont reçus sur une lentdle L qui les 
concentre en son foyer M; en ce point, un miroir les renvoie 
au point de départ et l’on observe le retour en O. L’un des 
rayons suit le chemin «ABMB'A'AO, l’autre rayon le chemin 
a'A'B'MBAaO; en O on observe des franges d’interférences. 

Si les tubes AB et A'B' sont remplis d’eau et si l’on commu¬ 
nique à l’eau des mouvements de sens "opposés, on voit que le 
rayon ABMB'A' traverse• les .tubes toujours dans le sens du 
mouvement, alors que l’autre rayon chemine toujours en sens 
contraire du sens du courant d’eau. Les franges ont, dans ces 
conditions, une netteté remarquable, malgré le défaut d homo 
génèité inévitable des milieux traversés (inégalités des tempéra- 
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lures, des densités, etc.), parce que les deux, rayons qui inter¬ 
fèrent, ont traversé exactement les mêmes milieux. 

Soient p la vitesse de l’eau, A* le coefficient d’entraînement des 
ondes lumineuses, l la longueur de chaque tube. Le temps 

employé par le rayon A à parcourir les deux tubes est •———; le 

•- - kv 

Tl 

temps employé par le rayon A est — : -La différence des temps 

- -+- kv 

Tl 

a pour valeur 

,y_!- '■ —\=-—4—'— 

( - - kv - ■+■ kv J l~) — A-*p* • 

\ n /i ! \n/ 


ou approximativement, A 2 p- étant négligeable devant 

0 — ^ n ~ lkv 
c- 


‘n) 


La différence de phase des deux rayons qui interfèrent, c’est-à-dire 
le déplacement des franges évalué en nombre de franges, est 


On constate effectivement un déplacement des franges. Les me¬ 
sures ont bien donrfé k—i -^, c’est-à-dire u = v ( i -^ ) • 

n % \ « 2 / 

L’expérience de Fizeau a été considérée comme la preuve de 
l’existence de l’éther et de son entraînement partiel par la matière 
en mouvement. 

Mais H.-A. Lorentz a établi que l’expérience de Fizeau ne 
permet pas de conclure que l’éther est entraîné, car elle s’explique 
par l’entraînement des électrons qui modifient la vitesse de 
propagation de la lumière. Dans la théorie de Lorentz, l’éther est 
immobile. 

D’ailleurs, même s’il y avait entraînement de l’éther, le coeffi¬ 
cient d’entraînement par l’air serait négligeable et l’expérience de 
Michelson, que nous allons décrire, devrait révéler un mouvement 
de translation de la Terre par rapport au milieu qui propage les 
ondes lumineuses. 
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7. L’expérience fondamentale de Michelson. 

La théorie mécanique de la lumière conduit à la conclusion 
que pour les expériences optiques dites du premier ordre , c’est- 
à-dire pour les 'observations dont la précision est de l’ordre de 
grandeur du rapport ^ tout se passe dans chaque système de 
.référence comme si celui-ci était immobile par rapport à l’éther. 

Mais la théorie prévoit.un effet du second ordre : pour un obser¬ 
vateur en mouvement par rapport à l’éther, la vitesse apparente de 
la lumière devrait varier avec la direction d’une quantité du second 
ordre. G’est cette variation prévue que Michelson a tenté de mettre 
en évidence par une expérience d’une extrême délicatesse. 

Imaginons que d’iïn point A dans l’éther immobile parte un 
signal lumineux instantané. One seconde plus tard, l’ébranlement 

Fig. ?. 



formera une surface d’onde sphérique de rayon c ayant pour 
centre le point A. Un observateur parti de A en même temps que 
le signal, dans la direction Ox et avec la vitesse c, sera à la dis¬ 
tance AB = v au bout d’une seconde; il ne se trouvera donc plus 
au centre de la sphère et, pour lui, la lumière ne se propagera pas 
avec la meme vitesse dans toutes les directions : la vitesse de la 
lumière, relativement à cet observateur, devra être BD = c—f 
dans la direction de la vitesse c, BE = c -h e dans la direction 
opposée et BG = dans la direction perpendiculaire. L’ob¬ 

servateur devra pouvoir constater et mesurer cet effet. Voici com¬ 
ment Michelson a réalisé l’expérience. 
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Michelson s’est servi de son interféromètre, dont nous allô 
rappeler le principe. Un faisceau de lumière parallèle tombe so 


Fig. 4. 
M 2 



l’incidence de 45° sur une lame de verre A, dont la première face 
est légèrement argentée ; cette,lame réfléchit une partie du faisceau 
et laisse passer l’autre partie. Après réflexion normale sur les 
miroirs et Mo, qui sont placés sur deux bras rectangulaires, on 
obtient deux faisceaux qui se superposent suivant la direction OL 
et qui interfèrent; ils sont reçus dans une lunette L. Tout se passe 
comme si le rayon SOM, OL avait parcouru le chemin SOM'OL, 
m' étant l’image, appelée plan.de référence , du miroir M, pro¬ 
duite par la lame argentée. 

Une lame A 2 sert de compensateur, de manière que chaque 
rayon traverse trois épaisseurs de lame; en faisant tourner A 2 , on 
change le chemin optique et l’on déplace lès franges. 

Si M 2 et le plan de référence M' .sont parallèles, on voit, en 
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lumière monochromatique et en pointant ù l’infini, des anneaux 
circulaires. 

Si les deux bras de l’appareil ont môme longueur, c’est-à-dire 
si M 2 et M' coïncident, en inclinant légèrement M 2 on voit des 


Fig. 5 . 



franges rectilignes localisées sur M 2 M'; ce sont les franges d’égales 
épaisseurs de la lame d’air comprise entre M 2 et M'. En lumière 
blanche, on voit une frange centrale et, de part et d’autre de la 
frange centrale, quelques franges irisées. 

La Terre est en mouvement dans l’éther; donc, pour l’obser¬ 
vateur entraîné avec elle, la vitesse de la lumière doit dépendre de 
la direction. 

Considérons de nouveau la surface sphérique sur laquelle doit 
se trouver un ébranlement lumineux au bout de l’unité de temps. 
La Terre se trouve en B; par ce point, menons des parallèles aux 



Fig. 6. 



deux bras de l’appareil : 11F et BG sont les vitesses de la lumière, 
relativement à l’observateur, suivant les directions des deux bras 
de l’interféromètre ; ces vitesses^étant inégales, la frange centrale P, tt-iA 
ne doit pas occuper la position qu’elle aurait si la vitesse était la 
môme suivant les deux bras, et cette frange doit se déplacer quand 
on tourne l’appareil, qui est mobile sur une plate-forme. 

Supposons qu’en faisant tourner l’appareil on n’observe aucun 
déplacement des franges par rapport au réticule de la lunette; si 

BECQUKKIÎL 2 
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l’on considère la théorie précédente comme exacte, on doit pe 
que B est resté au centre de la sphère, c’est-à-dire qu a ce ntoi 
particulier, la Terre est immobile dans l’éther, que sa viless 
translation sur son orbite se trouve, par hasard, compenser ext 
ment la vitesse du système solaire dans l’éther. Mais alors, six ; 
plus tard, la Terre, ayant sur son orbite une vitesse égale, 
opposée à celle qu’elle avait la première fois, aura, par nappe 
l’éther, une vitesse égale au double de sa vitesse de translalior 
son orbite, c’est-à-dire une vitesse e = 60 km : sec. Pour obs< 
l’effet, on devra placer l’appareil de manière que la diiïérenci 
vitesses de la lumière dans les directions des deux bras soit lu 
grande possible, c’est-à-dire orienter l’un des bras dans la d 
tion de la translation de la Terre sur son orbite : on observai 
franges en les repérant avec le réticule, puis on permutera les 

des deux bras en faisant tourner la plate-forme de ~ ; on c 

alors observer un déplacement des franges par rapport à leur 
tion précédente. Calculons ce déplacement : 

Soit l le trajet optique de la lumière entre la face, i 
argentée de la lame A ( et chacun des miroirs; si le bras OM 
parallèle au mouvement de la Terre, le temps que met la lui 
à aller au miroir M, et à revenir sur A, est 


o» 

■ -+- ■+■• • ■ 

c 1 


Le temps employé pour parcourir le bras OM 2 , aller et re 


est 


(3-2) 

, 2l 2l / t 

h = -: .. = — ( 1-b - 

vV— v'- c V a 

d’où 


(4-2) 

t _ 1 

1 C C‘ 


Si l’on tourne de 90° la plate-forme de l’appareil, les fuisi 
permutent leurs rôles; la différence des temps est 


Pour obtenir, mesuré en nombre de franges, le déplacent 
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des franges de pari et d’autre de la position qu’elles occuperaient 
si la Terre était immobile, il suffit de diviser chacune des diffé¬ 
rences (£, — £2)5 ( t[ — £^ ) par la période x de la lumière employée. 

Le déplacement total dans la rotation — est le double de chacun de 
ces deux déplacements : ' 


(6-1) 


1 l p 2 

1 X c c 2 — X 


c 2 


L’expérience, faite par Michelson (1881), a été répétée par 
Michelson et Morley (1887), puis par Morlèy et Miller (1904-1 go 5 ) 
dans des conditions d’extrême précision : par des réflexions suc¬ 
cessives, le trajet de la lumière entre la lame et les miroirs avait 
été porté à 22"'. La vitesse de la Terre par rapport au milieu 
devant, au moins une fois dans le cours de l’année, atteindre ou 
dépasser 3 o km : sec, le déplacement des franges, avec la lumière 
du. sodium, devait à ce moment atteindre ou dépasser j de la dis¬ 
tance séparant deux franges consécutives. 

La.précision des mesures était environ du centième de frange. 

On n’a jamais obtenu aucun déplacement des franges , à 
aucune époque de Vannée. Tout se passe comme si la Terre était 
immobile. 

Le désaccord entre l’expérience et la théorie est brutal. Nos 
raisonnements sont cependant exacts, si l’on admet les notions 
habituelles d’espace et de temps, et les lois ordinaires de la 
mécanique. Ces lois ne sont donc pas valables pour les phéno¬ 
mènes optiques ('); il faut renoncer à toute tentative de fonder 
sur la mécanique classique une théorie des phénomènes optiques 
et électromagnétiques. 


8. La contraction de Fitzgerald-Lorentz. 

Fitzgerald et Lorentz ont, indépendamment l’un de l’autre, 
émis une hypothèse qui rend compte du résultat négatif de l’expé¬ 
rience de Michelson. 


( l ) D’au 1res expériences, dans le domaine de l’électromagnétisme, destinées à 
révéler le mouvement absolu, ont également conduit à des résultats complète¬ 
ment négatifs. 
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Cette expérience nous apprend que la lumière met le 
temps à parcourir (aller et retour) les deux bras de 1 apj 
quelle que soit l’orientation. Pour égaliser rigoureuse moi 
temps £, (2-2) et t 2 (3-2), il suffit de supposer que le 
dirigé dans la direction de la vitesse p s’est contracte, et tj 


longueur est devenue V ==. I x v 2 -, .L’hypothèse est. d< 
suivante : 


Pour tous les corps , les dimensions linéaires paruUèl 

mouvement dans Véther subissent un raccourcissement, (l, 

, r / m 

quement a ce mouvement , dans le rapport — = 1/ 1 — -- 

dimensions perpendiculaires à la vitesse absolue ne so/ 
altérées. 


Pour une vitesse de 3 o km : sec, la contraction serait très 
( 5 ^ par mètre), mais elle deviendrait considérable au 
grandes vitesses, et pour v = c tous les objets seraient rée 
deux dimensions. L’observateur ne s’apercevrait jamais de l 
traction, car tous les instruments de mesure la subiraient, i 
subirait lui-même. Il serait impossible de mettre en évide 
mouvement absolu. 


9. Le point de vue de Lorentz. 

Lorentz, dans l’hypothèse de la contraction de la mal 
cherché à sauvegarder les bases de la mécanique olassiepi 
notion de temps absolu dont elle dérive. La contraction sur 
contraction réelle produite par le mouvement absolu dans ] 
elle serait la même pour toute matière. 

Effectivement, MM. Morley et Miller ont constaté ijuu 
remplace la dalle en pierre, stir laquelle était fixé Pupjmr' 

une dalle en bois, le résultat de l'expérience interférenlb 
toujours négatif. 

Mais comment admettre que la contraction, si clic est 
soit la même pour tous les corps, c’est-à-dire soit indéporul 
la substance, quelle que soit la rigidité de celle-ci? sc procl 


t 
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aussi pour les gaz, cl. alors où est la limite entre un gaz raréfié et 
l'espace vide ? 

Esl-il possible d’admettre que la contraction soit une propriété 
de la matière? ne iraduirait-olle pas plu lot une propriété métrique 
de l’espace dans lequel nous apparaît la matière.? La théorie d’Eins- 
lein nous donnera la réponse (voir plus loin n° 22). 


10. Le point de vue d’Einstein. Principe de relativité. 


Pour éviter les difficultés qui résultent de l’hypothèse de Lorentz 
(du moins sous la forme qui précède), pour rendre compte, d’une 
façon générale, de l'insuccès de. toutes les expériences électroma¬ 
gnétiques ou optiques par lesquelles on a cherche à révéler le 
mouvement absolu, [mur exprimer les fails de la façon la plus 
simple, Kinslein a énoncé les principes suivants : 

i" Les fois des phénomènes />hysi</ues sonl les mîmes dans 
lotis Les systèmes en translation uniforme les tins par rapport 
aux autres. 


Ce principe constitue l’extension aux phénomènes électromagné¬ 
tiques et optiques du principe de relativité de la mécanique (n° 5 ). 


y." 1*0111' tous les systèmes en mouvement de translation uni- 
jorme (cèest-ù-flire dans lescpiels ne règne aucun champ de 
force d'inertie), la vite.sse de la lumière est la même dans 
toutes les directions ; cette vitesse ne dépend pas de Vêlai de 
mouce.nienl de la source, lumineuse. 


^ Vo—- 


Lc mouvement de la Terre sur son orbite peut être considéré, 
pendant la courte durée d’une expérience, comme rectiligne et. 
uniforme. Deux systèmes de référence liés il la Terre à deux 
époques de S(m mouvement anime,! constituent deux systèmes en 
translation uniforme, l’un par rapport à l’autre. A toute époque 
de l’année, pour l’observateur entraîné avec la Terre, la vitesse de 
la lumière est la même dans toutes les directions, et, par suite, les 
franges d’interférence gardent une position invariable quand on 
fuit tourner la plate-forme de l’appareil de Michelson. 
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11. Formules de Lorentz. 


Le résultat négatif de Michelson, l’échec de toutes les 
riences tentées pour révéler le mouvement absolu de la 
tiennent à des causes profondes qui avaient passé inaperçue. 


les débuts de la théorie électromagnétique. 

Si l’on efïéctue, dans les équations fondamentales (lu 
électromagnétique (équations de Maxwell, la transformai) 
groupe de Galilée : 


(i-3) 



G-3) 


! y - y\ 

t~ t' , 


ces équations ne conservent pas leur forme. 

En d’autres termes, en ce qui concerne les transforma t\ 
coordonnées d’espace et de temps , les équations de ISf 
n’admettent pas le groupe de transformations de l<t 
nique. 

C’est là un fait fondamental. 

Mais les équations de Maxwell admettent un au ire gro 
transformations que Lorentz a eu le grand mérite de déeou 

Pour.le moment, nous nous bornerons à indiquer le r 
Considérons, comme au n° 1, un système S' z' ), c* 

vement rectiligne et uniforme par rapport au système S ( 
avec une vitesse e. CKz, O'a?'sont en coïncidence et para Ud 
O y et O'y', Oz et O'z' sont parallèles; la coïncidence des < 
O et O' des coordonnées constitue un événement pris pouf 
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des temps, c’est-à-dire à partir duquel on compte le temps dans 
chacun des systèmes. 

Désignons toujours par c la vitesse de la lumière et posons : 



(abréviation à retenir car elle sera employée dans toute la suite). 
Le groupe de Lorentz est le suivant : 



Si les lois de l’électromagnélisme sont exactes dans le sys¬ 
tème S, elles ne peuvent être exactes dans S' que si les nouvelles 
coordonnées d’espace et de temps (x',y',jz', t') sont liées aux coor¬ 
données (a?,/, s, t) du système S parles équations de Lorentz 

( 3 - 3 ; 4 - 3 ). 

Ces équations forment _ un groupe , car on reconnaît facilement 
que deux transformations successives de vitesses p et v équivalent 
à une transformation unique de même forme, à condition que la 
vitesse v" correspondant à cetLe transformation unique soit liée 
aux vitesses p et, v' par la relation 



Ce n’est plus l’addition des vitesses, comme en mécanique clas¬ 
sique. Nous reviendrons bientôt sur cette loi de composition des 
vitesses. 

Le passage de x' à $ se faisant en remplaçant p par — p, on 
voit que la vitesse du système S par rapport au système S' est — p. 

Nous établirons plus Lard les substitutions qu’on doit faire pour 
les grandeurs électriques et magnétiques; pour l’instant, il n’est 
question que des transformations de longueurs et de temps. 

11 est essentiel de remarquer que les équations de Maxwell 
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impliquent que toutes les perturbations électromagnétiques se 
propagent dans le vide avec la même vitesse c dans tout as i es 
directions et que cette vitesse reste la même dans la suinte i tit- 
tion définie par te groupe de Lorentz. 

12. Le temps local de Lorentz. 

La différence entre le groupe de Lorentz et celui de (nililoo est 
profonde. Au lieu du temps t du système S, il faut, si les équations 
du champ électromagnétique doivent conserver leur foriiic dans le 
système S', introduire dans ce système S' un temps tf (une.Lion 
non seulement de la vitesse e, mais du lieu repéré dans la sys¬ 
tème S (scyz), puisque - le temps t ! dépend de l’abscisse :v (jle oc 
lieu. Le temps t' a été appelé par Lorentz temps local. 

Lorentz, qui avait obtenu ces formules ^au facteur a près, car 

il avait négligé — J en cherchant les conditions d’invariance des 

lois du champ électromagnétique, n’avail pas attribué de ré et. li lé 
physique au temps local. L’expression de l ! n’avait, été eonsi d orée 
que comme une fiction mathématique. 

Il appartient à Einstein d’avoir établi que le temps t! est le 
temps physique du système S', c’est-à-dire le temps que mare/lient 
des horloges identiques à celles qui, dans le système S, mesurent 
le temps £, mais animées de la vitesse v par rapport à S. 


■—.—■——--- 1 
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13. La notion de temps. Définition de la simultanéité (*)• 

Einstein a analysé' d’une manière remarquable la notion de 
temps; cette analyse a été le début de sa théorie. 

Pour décrire le mouvement .d’un point, on donne les valeurs de 
ses coordonnées d’espace en fonction d’une quatrième variable, le 
temps. Pour que les relations mathématiques aient un sens phy¬ 
sique, il faut avoir une idée claire de ce qu’on nomme le temps. 

Nous devons d’abord remarquer que, dans toutes les circons¬ 
tances où le temps joue un rôle, il s’agit toujours d’événements 
simultanés. Quand nous disons : le train part à 8 heures, cela 
signifie : l’indication 8 U des aiguilles de l’horloge et le départ du 
train sont deux événements simultanés. On pourrait croire que 
toutes les difficultés inhérentes à la définition du temps dispa¬ 
raissent en remplaçant « le temps » par « la position des aiguilles 
de l’horloge ». Cette définition convient pour le lieu où se'trouve 
l’horloge, parce que, en ce lieu, la simultanéité d’un événement et 
d’une position particulière des aiguilles de l’horloge est parfai¬ 
tement définie; mais on ne peut pas coordonner ainsi des événe¬ 
ments qui se passent en des lieux éloignés de l’horloge. 

On pourrait s’imaginer que, pour situer dans le temps un évé¬ 
nement se produisant en un lieu éloigné, il suffirait de repérer 
l’heure marquée par l’horloge à l’arrivée d’un signal électromagné¬ 
tique (ou lumineux) parti du point où s’est produit l’événement 
et simultané avec cet événement en ce point. Mais on n’arriverait 
ainsi à aucune définition acceptable, car une pareille coordination 
des événements dépendrait, dans un même système, du lieu d’ob¬ 
servation. 


(') D’après Einstein, Ann. d. Physik, l. 17 , 1905. 
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Voici ce qu’on doit faire. Considérons un système S. Au po int À 
se trouvent un observateur et une horloge immobiles . 1 ohserva- 
teur A peut situer dans le temps tous les événements qui sc pro¬ 
duisent dans son voisinage immédiat. En un autre poml, 1 -$, sc 
trouvent aussi un observateur et une horloge identique a l hox'logc 
du point À; cet observateur B peut, de son côté, coordonne!' tous 
les événements qui se produisent autour de lui. Il s agit mninte- 
nant de coordonner les événements qui se passent en A avec ceux 
qui se passent en B, car, jusqu’à présent, nous avons bien un 
temps du point A et un temps du point B, mais nous n’avons pas 
un temps valable à la fois pour A et pour B. 

Ce temps commun aux lieux A et B sera défini de la façon sui¬ 
vante : 

Puisque , dans un même système , La vitesse de Lu, lumiat'e est 
la même dans toutes les directions , le temps que met la lumière 
à aller de A en B est égal au temps qu’elle met à aller de; B on A. 

Faisons alors partir de A un signal électromagnétique ou .lumi¬ 
neux à l’instant t A (temps marqué par l’horloge du point ./V); ce 
signal arrive en B à l’instant q. (temps marqué par I’horlogo du 
point B) et est réfléchi sur un miroir placé en ce point; il <\sl. enfin 
de retour au point A à l’instant t A (temps du point /Y). 

L’horloge du lieu B est synchrone avec celle du lieu A., puir défi¬ 
nition, si l’on a 

t\-h t’ A 

tu —ts—t A —t n ou q,=—- - 

Cette définition du synchronisme ne soulève aucune objection; 
elle est valable pour tous les points d’un môme système. Eu effet : 

i° Si l’horloge de B est synchrone avec celle île A, l’h orloge 
de A est synchrone avec celle de B ; 

2° Si l’horloge de A est synchrone avec l’horloge de. B et avec 
celle d’un troisième point C, les horloges de B et ch; C sont syn¬ 
chrones entre elles. 

Nous savons donc maintenant ce qu’on appelle horloges syn¬ 
chrones dans un même système : on peut dire encore que deux 
horloges identiques placées en deux points A et B sont synchrones 
lorsqu’un signal électromagnétique parti de A à l’époque 6 ^ (mar- 
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quée par l’horloge de A) arrive au point B à une époque f B (mar¬ 
quée par l’horloge de B), telle que dl5 ^ - ^ e / AB = c, c étant la 

vitesse de la lumière dans l’espace vide de matière (*). 

Nous comprenons ce qu’on doit entendre par simultanéité de 
deux événements qui se produisent en des lieux différents A et B. 
L’événement E A au point A et l’événement. E, t au point B sont 
simultanés lorsque les époques simultanées avec ces événements 
marquées par deux horloges identiques synchrones en A et en B 
sont les mêmes. 

Par les définitions du synchronisme et de la simultanéité, nous 
avons une définition précise du temps d’un système, définition 
valable pour tous les points du système. Toutes les horloges du 
système ayant été rendues synchrones les unes avec les autres, le 
temps ou l’époque d’un événement dans le système est l’époque 
simultanée à cet événement marquée par une horloge immobile 
qui se trouve au point où il se produit, et plus généralement par 
toutes les. horloges immobiles du système, puisqu’elles ont été 
synchronisées. 

Il est essentiel de remarquer que ce procédé de synchronisation 
des horloges, et que la définition du temps d’un système sont basés 
sur la constance de la vitesse de la lumière, quelle que soit la direc¬ 
tion de propagation. 

Tl est impossible de synchroniser deux horloges dans deux sys¬ 
tèmes en mouvement relatif'. Nous allons d’ailleurs voir bientôt 
que les deux systèmes ont des temps différents. 


14 . La vitesse de la lumière est une constante universelle. 


Le principe de relativité et le principe de l’invariance de kvvites-s-e— 
d cJU i-1 u mi ère d eem -s—u n - ■ ntê me- a y s t èmo - ( A *— 4 B ) ont pour consé¬ 
quence immédiate que la vitesse de la lumière a la même valeur 
dans tous les systèmes en translation uniforme les uns oar 
rapport aux autres. 

Considérons deux systèmes S et S' en translation uniforme l’un 




(•) Un semblable procédé est praliquomenl employé pour la comparaison des 
heures des observatoires et la détermination des longitudes par la T. S. F. 



a8 PREMIERE PARTIE. — LA RELATIVITÉ RESTREINTE. 

par rapport à l’autre et dans lesquels ne règne aucun champ de 
force. Dans chacun de ces systèmes, la vitesse de la lumière a une 
valeur indépendante de la direction : soient c et c' les valeurs de 
cette vitesse dans S et dans Sh 

Supposons qu’on ait c’> c; cela voudrait dire : pour un obser¬ 
vateur B du système S' en mouvement par rapport à S, la vitesse 
de la lumière est plus grande que pour l’observateur À du sys¬ 
tème S, et ce résultat serait indépendant de la direction et du sens 
de la vitesse relative e, car, pour A, toutes les directions de l’es¬ 
pace sont équivalentes. Mais alors, comme ipen ne distingue le 
système S du système S', puisque les lois physiques sont les 
mêmes dans ces deux systèmes (principe de relativité), la même 
conclusion serait valable dans le passage du système S' au sys¬ 
tème S, car, pour l’observateur B, toutes les directions de l’espace 
sont équivalentes. On aurait donc aussi c > c \ les deux inégalités 
étant contradictoires, on a c 1 = c ('). 

11 importe de bien préciser la signification de ce résultat. Nous 
supposons que, dans divers systèmes en translation uniforme, les 
observateurs sont munis des mômes étalons de longueur, c’esl-à- 
dire de règles qui, si on les mettait les unes à côté des autres dans 
un des systèmes, auraient la même longueur. Nous supposons 
que les observateurs ont des horloges étalons identiques, c’est- 
à-dire qu’ils mesurent le temps en prenant comme étalon de temps 
la période d’un même phénomène, qui ne soit pas déterminé par 
des conditions spéciales à un système particulier : par exemple, 
un pendule ne pourra pas servir d’étalon universel, parce que sa 
période d’oscillation est déterminée par la pesanteur; mais on 
pourra adopter la période d’une radiation émise par un corps et 
prendre pour unité de temps, dans tous les systèmes, un même 
multiple de cette période. 

Dans ces conditions, si divers observateurs en mouvement uni¬ 
forme les uns par rapport aux autres prennent, chacun dans 
son système, une base et mesurent le temps employé par la lumière 
à parcourir cette base — par exemple, par la méthode de Fizeau — 
en divisant le nombre qui mesure la distance par le nombre qui 


(•) Raisonnement de M. Max Planck, Acht Vorlesungen über theoretische 
Physik, 1910, p. ii8. 



» t ! % %< 'i ï i ’’ \ \ 


in* •>')!■» j mi- f * i4£ 


1 - 


« î »i '!! • 


15. Le groupe de L\ rni*r déduit %t^ fiavananc* 

de la Vite s ne de Lt, îi*n.ï«re. 


***•>!! uu < < n> ! i j > ' n I u *!» i , 5 . 1 ,, 

N / . | Z . ! 

N ■ m ,i s „ n> « i‘i ■ r. : 

NmU" pt < ljl‘ *' >n- ri î Si! îi fi 

Vlti'l-H" »|j! .HS\ ïr'Lilfüi!- »> * I i % <îlt* •> 


ï i 5 i ' S 4 i * i i 



f * i ’* * l i ^ .jU ^ V - 
}«'»■•»! > ! < s 


i 


t 


î, / — y 


t 


i 


; 




Si I on nuppO'ie la <!♦• I <? <ht }» mjit h- eu-/- 

^êne * * * > rtirfi»fk*it!J^ ■, tf» jWmuif <* «le f Kiiidm aiait un *fu?i» nt 

- «ijs|»liij5ier fjîit'i ij«i' n*»ii 1 » oie tri es! «le r-d^Feru'» 1 ••• #\ ÿ , 1 1 ,, f t . 

«iu - / ,, 1 , r . t\ 

t • î 3 - !.. % ï>. 'î h* -< >1 ! o t * fiffiis»! i!*’ î<-yn%ri liii-sme 

- ! > - 1 , s > i. i, r > I ». O» ! « t* >, - f > k ; s 4 1! - h f - - ■ ! ■> . 

H< 'U' .111!’ 'fi- 

■ 1 ‘i ~ • ' ,’t ■>- * ’ • *’ . > 


et. par smle : 






3 o 


PREMIÈRE PARTIE. — LA RELATIVITÉ RESTREINTE. 


équation fonctionnelle qui montre que j\ est une fonction linéaire 
et homogène de ses arguments. Nous allons chercher les coeffi¬ 
cients de ces relations. 

Ces coefficients ne peuvent évidemment être fonctions que de 
la vitesse relative v. De plus, le principe de relativité exige que les 
formules donnant les x\ y\ z\ V en fonction des x, y, z, t soient 
les mêmes que celles donnant x,y, z, t en fonction des x\y\ z 1 , t' : 
dans lesquelles v serait simplement remplacé par — e. 

Adoptons la disposition d’axes précédemment adoptée. Prenons 
comme premier événement l’émission d’un signal lumineux en O 
et O' à P origine des temps, c’est-à-dire à l’instant où les axés des 
deux systèmes sont en coïncidence.. 

Au bout du temps t , pour l’observateur du système S, le signal 
lumineux a atteint la surface de la sphère du .système S : 

x 2 -+- y --+- z- — c-t 2 = o. 

La vitesse de la lumière étant une constante universelle, 
pour l’observateur du système S' le signal lumineux est au bout 
du temps t ! sur la sphère du système S' : 

.v 1 ' 1 -h y ' 2 -4- z ' 2 — c 2 t ' 2 = o. 

Si x : y, z : t\ x , y\ t’ sont les coordonnées d’un même 
appareil qui reçoit le signal lumineux (second événement), on a 

x 2 •+• J-' 2 + z2 — c ~ — 5' ( x‘~ -t- jr' 2 -+• z' 2 — c 2 1’ 2 ) = o. 

Les lois des phénomènes ire devant pas changer quand on passe 
de S à S', ou réciproquement, on a nécessairement A = i et 

(1-4 ) t x 2 -\- y 2 -\- z 2 — c 2 t 2 == x' 2 -+- y' 2 -h z' 2 — c 2 t' 2 . 

La disposition d’axes que nous avons choisie exige que : 

(2-4) quels que soient y et z, on ait à la fois x' = 0 et x = rt, 

(3-4) » x, z et t, » J ' 1 — 0 et y = o, 

( 4-4 ) » x, y et » z' = 0 et z — o. 

Les relations linéaires et homogènes qui donnent les x ', y ’, z\ t' 
en fonction des x, y , z, t contiennent 16 coefficients fonctions 
de v dont le nombre se réduit avec la disposition d’axes envisagée, 
car les conditions précédentes montrent que x' est indépendant 


& 

_ lé f-v l,s ^ ,, 
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de y el s ; y’ indépendant de x, s, t] z r indépendant de x. y, /. 
De plus, la relation entre y et y doit être identique à celle entre 
s et s', car les directions des axes y et z sont arbitraires et peuvent 
être permutées. 

11 ne reste que 7 coefficients : 

x' — m x -H nt , 

ÿ — 

z' = a z, 

(' = p x -f- h y -t- dz -t- q t. 

Posons a — cp(e); la relation entre y et y' ne devant pas dé¬ 
pendre du signe de c, on a cp (e) = cp (— r) ; de plus, la réciprocité 
entre S et S' exige que y — cp ( — d’où cp (e) <p(—c) = 1 et 
a = 1. 

On a donc 

(M) r’=y> s' = z. 

D’après ( 2 - 4 ), pour x — x — o, par suite 

mv H- n = o 

et l’on a 

(7-/1) æ'— m(x — vl). 

En remplaçant dans l’identité (i~ 4 ) y\ z', t' parleurs expres¬ 
sions données par (7— 4 ), ( 6 - 4 ), ( 5 - 4 ), d vient 

m 2 (a? — vif-h y~ -H— s 2 — c^{px -\- by -+- dz -f- ^/) 2 = ,r 2 -+- / 2 -l- — c z l~. 



On en conclut que 
( 8 - 4 ) 

( 9 - 4 ) 

(io-4) 

(ii- 4 ) 

De (io- 4 ), on tire 

(12-4) 


b = d = 0, 
m 2 = [d c 2 -f- r, 
m 2 v = — o % pg, 
ni 1 r 2 — c- ÿ 2 — c 2 . 




m 2 v 

C*(J ’ 


portant cette valeur dans (q-4), d vient 


p 2 

c 2 (/n 2 — 1 ) 
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et l’on en déduit, en portant cette valeur dans (1 i- 4 ): 


m = - 
a 


en posa 


/ o 2 

ant a ~ y 1 — c 2 ’ 


(i 3 - 4 ) et (12-4) donnent ensuite 


(i5-4) 


P a. c % 


Finalement, les formules de transformation sont les suivantes 


x' = - (x — fit), 


y = y. 


X = — i, æ ' H- ^^ )> 
a 


7 = y > 


, i / ra: 

t'=-[t -- 

a V c z , 


i / , C.r 

/ = - (t'+ ~r ,t 
a V <‘~ 


Ce sont précisément les formules de Lorentz (n° 11 ) 


16. La mécanique doit être soumise aux lois 
de Félectromagnétisme. 

Nous avons établi que les deux principes énoncés par Einstein : 

i° Les lois des phénomènes physiques sont les mômes dans tous 
les systèmes en translation uniforme les uns par rapport aux 
autres ; 

2° Dans un même système, la vitesse de la lumière est indépen¬ 
dante de la direction et indépendante du mouvement de la source 
de lumière, 

ont pour conséquence : 

i° Que la vitesse de la lumière est une constante universelle ; 

2° Que les trans forma dons des coordonnées d’espace et de 
temps, quand on passe d’un système à un autre, sont les transfor¬ 
mations du groupe de Lorentz; on peut vérifier que ces trans¬ 
formations conservent leur forme aux équations du champ élec¬ 
tromagnétique. 

Inversement, si l’on cherche, comme l’avait fait Lorentz, les 
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formules île transformations qui laissent invariantes les équations 
de l’éleetromagnétisme, on obtient les formules ( i()- / i) qui im¬ 
pliquent la constance, de la vitesse de la lainière , et la relativité 
du temps. Nous sommes donc en présence de deux groupes de. 
transformations : 

i" Le groupe de (ialiléo, qui seul, laisse invariante la forme des 
lois de la mécanique classique ; 

■a" Le groupe de Lorentz, qui seul laisse invariante la forme des 
lois de rélecLromaiinélisme. 

O 

Ces deux groupes sont incompatibles : le. premier admet un 
temps universel ; le second implique un temps différent d’un sys¬ 
tème à un autre (\ v équation du groupe de Lorentz). 

Le désaccord qui s’est manifesté entre la théorie mécanique de 
l'expérience de Mi ch oison et le résultat expérimental apparaît 
comme la conséquence d'un confit entre les lois delà mécanique 
newtonienne et celles de l’éleetromagnétisme. 

En effet, d'une part en conservant les notions anciennes d’espace 
et de temps exigées par la mécanique rationnelle, on devait prévoir 
un déplacement des franges dans l’expérience de Mie.hoison. 

D’autre part, on constate que les équations du champ électro¬ 
magnétique ne conservent pas leur forme quand on leur applique 
le groupe de transformations de la mécanique, et qu’elles admettent 
un groupe dilférenl ; la découverte de ce groupe est venu montrer 
que les équations de Maxwell contenaient implicitement l’expli¬ 
cation de l'échec de toutes les tentatives faites pour révéler un 
mouvement absolu. Le résultat de iMiehelson, -en particulier, est 
évident : si la vitesse de la lumière est constante, ainsi que l’exige 
le groupe de Lorentz, les franges doivent garder une position 
invariable. 

L’expérience est donc d’accord avec le groupe de Lorentz, qui 
exprime l’invariance de forme des équations fond amen talcs de 
l’électromagnéiismc. delà est d’ailleurs logique cl, l’on devait, s’y 
attendre : les lois de l’éleciromagnétisme ont été établies dans un 
système de référence qui n’est nullement privilégié dans l’CJnivers; 
elles s’exprinienl, sous une forme claire et simple, et deviendraient 
compliquées par une transformation différente de celle du groupe 
de Lorentz. Il serait déraisonnable de supposer que ces lois simples 
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sont spéciales à un système de référence lié à la Terre : elles doivent 
avoir une portée générale, elles doivent être indépendantes du 
système de référence et, d’ailleurs, la preuve de leur invariance 
est le fait qu’elles ne se modifient pas dans le cours de l’année, 
malgré le changement du système de référence, la Terre changeant 
de direction sur son orbite. 

Mais pourquoi ne pas conserver à la fois les lois de la mécanique 
classique avec le groupe de Galilée, et les lois de l’élcctromagné- 
tisme avec le groupe de Lorentz? 

Cela est impossible : adopter le temps absolu de la mécanique, 
c’est renoncer à l’invariance des lois de l’électromagnétisme; 
adopter le temps relatif de l’électromagnétisme, c’est abandonner 
la mécanique newtonienne, car il serait absurde de supposer deux 
temps, l’un absolu, l’autre relatif. 11 y a bien incompatibilité 
radicale. 

Il faut choisir, et l’hésitation n’est pas possible, car le choix est 
imposé par l’expérience. Les lois de l’électromagnélismo sont trop 
bien vérifiées pour qu’on puisse songera les abandonner ('). Quant 
aux lois de la mécanique, nous n’avons vraiment aucune raison de 
les considérer comme exacLes ; elles paraissent valables dans les 
phénomènes ordinaires, trop grossiers pour qu’une discordance 
apparaisse; mais, dès qu’il s’agit de phénomènes comportant une 
vérification d’une liante précision, le désaccord sc révèle (expé¬ 
rience fie Michelson). 

11 faut donc renoncer à considérer les lois de la mécanique ra¬ 
tionnelle comme des lois rigoureuses, et il faut soumettre la méca¬ 
nique aux lois de l’électromagnétisme, en appliquant à tous les 
phénomènes les formules de transformation d’espace et de temps 
exprimées par le groupe de Lorentz (-). Les lois classiques de¬ 
viennent alors des approximations, d’ailleurs excellentes dans la 
plupart des cas; on remarque, en effet, que si Von fait c = oo 
dans les équations de Lorentz , on retrouve le groupe de 
Galilée. 

On peut se servir de la mécanique classique tant que le carré de 


f 1 ) Nous verrons plus tard les vérifications expérimentales. 

(*) Sous la réserve de la relativité restreinte, c’est—0- dire Iorscfuc l’on considère 
seulement des systèmes en translation uniforme. 
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la vitesse des coups (vitesse par rapport à l'observateur') peut être 
négligé vis-à-\is du carré de la vitesse de la lumière. 

On voit par là que le désaccord entre la mécanique classique cl. 
l’éleetromagnélisme n’est qu’un aspect du conllil profond qui a 
dominé la physique jusqu'à l’époque actuelle, le conllil cuire la 
théorie des actions à distance instantanées admise en mécanique 
célcsle jusqu’à la découverle de la loi de la gravitation d’Einstein, 
et la théorie de Vaction de proche en proche avec vitesse finie , 
à laquelle Maxwell a donné son plein développement grâce à Pin- 
troduclion du courant de déplacement. 

Les équations de. Maxwell entraînent, la négation du temps 
absolu ; impliquant la nolinn de temps volatil', ces équations inter¬ 
disent la possibilité d’une relation de cause à clï'et, quelle qu’elle 
soit, pouvant se propager avec une vitesse infinie. 

En résumé, nous affirmons que « la seule cinématique ayant 
un sens expérimental et aussi grâce à laquelle les lois de la 
Physique prennent une forme, simple , indépendante du sys¬ 
tème de référence , esL la cinématique du groupe de Lorentz » 
( L\ Langevin) ('). 


(‘) Bulletin de ta Société des électriciens, n° 81, décembre rytt). 
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17. L’espace et le temps relatifs. 

Dans le groupe de Lorentz, le temps n’esl plus un invariant; on 
voit alors disparaître la dissymétrie qui-, dans le groupe de Galilée, 
existait entre l’espace et le temps (n° 3 ). 

Soient s,, t\ ; /r,., r 2 , G les coordonnées de deux 

événements dans un premier système de référence S ; x\, y \, , t\ ; 

x [,, y \, , t [ 2 les coordonnées des mémos événements dans un 

second système S' animé d’une vitesse e par rapport an premier. 
Adoptons la disposition d’axes précédemment, indiquée (n° 1 ) et 
prenons pour origine des temps l’instant où les deux systèmes 
d’axes sont en coïncidence. 

Dans la cinématique 'ancienne, la distance spaciale des deux 
événements est relative, puisque x\ — x\ dépend de e : 

cc\ — = (ti — a? 2 ) — v(t i — / 2 ), 

mais l’intervalle de temps séparant ces événements est indépen¬ 
dant du système de référence 

L = G> t‘i= t'i, 

puisque le temps est supposé absolu. 

Dans la cinématique nouvelle, l’intervalle de temps (/' — G) est 
fonction de r-, tout comme l’intervalle d’espace. Appliquons, en 


C) A. UixsTKiN, Ann. cl. Physi/c, (. 17, - 1*. Lanukvin, L’évolution de 

l’espace el du temps ( Scientia , hjii). 






î 
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eiïet, lés formules de Lorenlz 

l i — ^O'i — — 

(i-5) < “ * 

f t\ t\ — t, )-•-—( Ti — ,r.. ) 

ou encore, en remplaçant, le temps t par le trajet, que la lumière 
peut parcourir pendant ce temps c’est-à-dire en prenant pour 
variables a = et , u r = ct\ 

( 1 ï P 

• V a-', — xi, — - Oi — x 2 ) — 7 - («i - »2), * 

(>-'>) ) 1" * p 

l - (u 1- U 2 )-- iCo). 

\ “a a c 

La symétrie de ces deux relations est remarquable. 

Il résulte immédiatement de l’expression de t\ —d a (i- 5 ) que 
la simultanéité de deux événements est relative. Lorsque deux 
événements sont simultanés dams un système (/, — l«— o), ils 
ne sont simultanés dans aucun autre système en mouvement 
par rapport au premier (/.' — /' 2 ^o), à moins qu'ils ne coïn¬ 
cident à. la fois dans l'espace et dans le temps (x { — x 2 =o, 
/, — £0=0; x\ — x\_ = o, l\ — d> = o). Dans ce dernier cas, on 
dit qu’ils sont en coïncidence absolue. Cette coïncidence com¬ 
plète a un sens absolu, ce qu’on comprend aisément, car il peut 
en résulter un clfcL sur lequel tous les observateurs seront néces¬ 
sairement d’accord (par exemple, rupture de deux objets par choc 
mutuel). 

La relativité complète de l’espace que perçoit chaque observa¬ 
teur entraîne la suppression de la notion de système fixe et de 
mouvement absolu. L’cl.her, du moins celui de la théorie de 
Fresnel, doué de propriétés élastiques et mécaniques, doit être 
supprimé : nous verrons, dans la relativité généralisée, par quelle 
conception l’ancien éther peut être remplacé. 


18. Loi de composition des vitesses. 

Un mobile est animé d’une vitesse v r mesurée par un observa¬ 
teur du système S' : 


dx' 

HJ’ 



dz' 

IF' 





_ 
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Quelle est la vitesse e" de ce mobile pour un observateur 'du sys¬ 
tème S*? 

. Nous adoptons toujours la même disposition d’axes; e est la 
vitesse (parallèle à O.T et à 0 ',r') du système S' par rapport au 
système S. 

Dans la cinématique du groupe de Galilée, la réponse est immé¬ 
diate (n" -i) ; on a 

G: = I’ V' x . l’j. — l’i P~ = (>'-/• 

La cinématique du groupe de Lorcnlz conduit à une loi bien 
différente (déjà mentionnée au n (> .11 V Différentions les équations 
de Lorcnlz : 


dx = dx‘ - 1- e dt' ), dy = dy', dz = dz\ dt. = ^ yclt' -i- — dx'^j , 

11 suffit de diviser les trois premières équations par la dernière 
pour avoir le résultat : 


(3-3) 



En particulier, si v' est parallèle à e, on a 


pp 

i h— T 
e- 

Ainsi, deux, vitesses mesurées dans des systèmes différents ne 
se composent pas suivant, la règle du parallélogramme, mais il 
importe de remarquer que deux vitesses mesurées dans le même 
système se composent toujours suivant la règle habituelle. 

On voit, par l'équation (4 - o), que la vitesse v" est toujours 
au plus égale à c, et elle n’atteint e que si rime au moins des 
vitesses e ou est égale à c. Un mobile, par accroissements suc¬ 
cessifs de vitesse à partir de sa vitesse primitivement acquise, 
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n’atteint jamais la vitesse do la lumière. La mtkssk de lalumiêue 

EST UNE VITESSE LIMITE QUI NE PEUT KTItE DÉPASSÉE. 

Comme exemple, supposons un observateur A cl deux obser- 
\ atours B ci C s'éloignant do A, dans des directions opposées, 
avec la vitesse, mesurée par A, de aooooo km : sec. Pour l’obser¬ 
vateur V, les observateurs B cl. C s’éloignent l'un de l'autre 
de dooooo km par sec, mais pour chacun des observateurs B et C, 
la vitesse de l'autre est seulement 277000 km : sec. 

Rohb a remarqué que la loi d’addition pour le mouvement dans 
une dimension peut être rétablie si l’on mesure le mouvement, 

non plus par la vitesse e, mais par la rapidité r~ tir' 1 
La loi ( \ - 0) s’écrit, en elFct, 

/•" = /• +- /•’. 

* Comme ih" 1 1 = go, la rapidité de la lumière est infinie. 


19. Explication de Inexpérience de Fizeau dite 
« entraînement des ondes lumineuses ». 

11 suflit d’écrire la loi de composition des vitesses ( 4 - 5 ). Le 
courant d’eau (système S') coule relativement à l’observateur 
(système S) avec la vitesse r. Le rayon lumineux se propage dans 

l’eau (systèmeS*') avec la vitesse C = la vitesse v" de ce rayon 
mesurée pur l’observateur (système S), est donc 



en limitant le développement aux Lermes du premier ordre. C’est 
bien le résultat vérifié par Fizeau. 

La loi d’entraînement s’explique donc immédiatement* de la 
façon la plus simple, par la cinématique nouvelle. i 

L* 


1 
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« A l’heure «eluelle, l’espace el le temps 
eonsidérés en eux-mêmes doivent, dispa- 
raîli'u d-mts-4h+4H+H«r et seule leur union peut +&*$' 

' posséder une iiidividualilé. , - / 

4c A<" 

U H. MinkoWski. » 

. 1 ttaum imd '/.rit ('), t tjoK.| 

20. L'invariant « intervalle d'Univers ». 

Union de l'espace et du temps. 

Considérons deux événements quelconques. Lorsqu’on les 
repère dans des systèmes différents (on translation uniforme'), ni 
la distance spaciale l des points où se produisent ces événements, 
ni l’intervalle de temps T qui les sépare ne sont les mémos, car 
chaque système possède son espace propre el. son temps, mais la 
quantité 

(l-6 ) .ïi=r*T *—l* 

a la même valeur dans tous les systèmes, ainsi "qu’on ht vérifie 
aisément en appliquant les formules do Loreulz. 

D’ailleurs nous avons vu (n° 15 ) c|ue si la quantité 

c 2 T 2 — / 2 = — h i â — ( or- 2— a"i )-— (j»' 2 — J)'i ) 2 — (s* — ~i J 2 

est nulle dans un système, elle esL nulle dans tous les autres, parce 
que la vitesse de la lumière est un invariant. Pour qu'une valeur 
nulle de cette quantité entraîne nécessairement une \aienr nulle 
dans un autre système quelconque, il faut cl il suffi! que les for¬ 
mules de transformation (formules de Loreulz) possèdent la pro¬ 
priété de laisser invariante la quantité .ç-=e-T-- - l'- : quelle que 
soit sa valeur. 

C) Conférence publiée dans le Recueil LoRKNTZ-EiNSTKiN-RfiNKOVSKr, lias relu- 
tivitatsprinzip (Tcubncr, éditeur). 
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I^invariant s est l’ijsteka allé u’Univers, il remplace la dis- 
lance de deux points, considérée en géométrie. 

Nous avons au, en elïet, que dans les anciennes notions d’espace 
et de temps, la distance de deux événements simultanés est un 
iuvariant. En géométrie, où l’on ne considère que des événements 
simultanés, cet invariant est la distance de deux points. 

La condition d’invariance de la distance, quand on passe d’un 
système de coordonnées à un autre, définit complètement, comme 
nous l’avons déjà fait remarquer, les formules de transformation 
de la Géométrie analytique. Mais la conception ancienne no peut 
plus être conservée, puisque la simultanéité est purement rela¬ 
tive. 

Dans la théorie nouvelle, la condition d’invariance de l'inter¬ 
valle s définit aussi les formules de transformation, et ces formules 
sont (‘.elles de Lurentz. 

La réalité objective de l’espace était affirmée autrefois par l’in¬ 
variance de la distance de deux points en Géométrie. La réalité du 
temps était affirmée par l’invariance du temps. Ces invariants 
(distance géométrique et temps) doivent être supprimés et rem¬ 
placés par l’invariant s-~ e-T- — 1-. 

1.1 n’y a donc ni espace .absolu, ni temps absolu, mais il y a une 
réalité unique, affirmée par l’invariant s. La modification est 
radicale : le nouvel invariant contient à la fois les trois coor¬ 
données d'espace et la coordonnée de temps. L'espace et le 
temps,' unis par cet invariant , ne sont pas indépendants et 
leur union seule possède une individualité. L'Espace-Temps 
ou Univers est l'ensemble des événements ; il est cjuadridi- 
mensionnel ( 1 ). 

L’Univers est. indépendant, du système de référence qui sert à 
repérer les événements : c’est cette indépendance qui est exprimée 
dans l’énoncé du principe de relativité. Les lois de l’Univers qua- 
dridimensionnel, qui sont les mêmes dans tous les systèmes, 
doivent pouvoir s’énoncer sous une forme intrinsèque, comme le 
fait la Géométrie pour l’espace, grâce à l’introduction d’éléments 
imaidants. Nous verrons comment cette idée a guidé Einstein, 


(’) L’union de IVspace cl du temps a été exprimée pour la première fois par 
IWinkowski, d’où le nom d'tmi\ers de Minkowski. 
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l’a conduit à la relativité généralisée et à la découverte de. la loi de 
la gravitation. 

Que devient alors l’espace? L’espace reste toujours l’ensemble 
des événements simultanés; c’est une « coupe de l'Univers à temps 
donné » (l\ Langevin). Cette définition s’applique à l’ancienne 
conception de l’espace cl à celle d’aujourd’hui, mais la différence 
est profonde : la conception compatible avec la mécanique newto¬ 
nienne admettait un temps universel, et la coupe était la mémo 
dans tous les systèmes, la forme des corps était la même pour tous 
les observateurs. Dans l’Lnivers de jVlinkowski, la simultanéité 
étant relative, la coupe à temps donné dépend du système de réfé¬ 
rence; la forme des corps n ’est plus invariable , il y a une infi¬ 
nité d : espaces euclidiens dans d Univers « euclidien » unique 
à quatre dimensions , comme en Géométrie il y a une infinité de 
plans dans l’espace euclidien à trois dimensions. 


21. Propriétés des couples d’événements [P. ^angevin (’)]• 

Soient A. et B deux événements; trois cas peuvent se présenter : 
l’inlervallc s est imaginaire, nul ou réel. 

i" Couples dans l’espace. — Supposons s imaginaire. Quel 
que soit le système de référence, s- e-T-—/- est négatif; la 
distance, spaciale l est plus grandi 1 que le trajet cT que parcourt 
la lumière dans l’intervalle de temps T qui sépare les événements, 
et cela est. vrai dans tous les systèmes, parce que s- est un inva¬ 
riant. Deux tels événements n’ont pas, dans le temps, un ordre, de 
succession déterminé, car leur ordre de succession peut être 
inversé par un changement convenable du système de référence. 

Repérons, en effet, les deux événements dans deux systèmes S 
et S' dont les axes des ,r passent par les deux événements ; donnons 
à S' une vitesse v par rapport à S. Soient x i, x.j les coordonnées 
dos deux événements dans S; U leurs époques dans S; // ( , ti, 


(') L'évolution de l'espace et du temps ( Scientia , kjii); Le temps, l'espace 
et la causalité ( Bulletin de la Société de Philosophie , 19 octobre. 1911). 
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( 2 -C> ) 


i i i - f <) 

1 2 — 11~ ~ ( tr, — l , )-- ( :r 2 - 


.r, ). 


iNous avons d’auLre pari, puisque s-<_ o, 


<b — t x y- 

ee que nous jiouvons écrire 


( 3-(> > 


( /o — 1 1 )~ - 


tu 2 (a?* — a?,) 2 


r- c- 


(V élani une certaine vilcsse comprise enlre o et c. 

Supposons que À soit, anterieur à B dans le système S, c’est-à- 
dire supposons qu’on f\it l 2 — t i>>o; pour toutes les vitesses r 
dont, la valeur absolue est. comprise enlre ce et c (vitesses pos¬ 
sibles, puisque cv<;c ), vitesses que nous prendrons positives ou 
négatives selon que la différence x» = x f est positive ou négative, 
nous aurons 

h — b < —Oi— Xi ) 

et, par suite, d’après ( 2 - 6 ), 

*2 - l\ < 0 . 

l’é\énemenl À, antérieur à B dans le système S, lui est donc pos¬ 
térieur dans le système Sb 

Dans le système animé par rapport à S de. la vitesse e = ce, 
définie par (3-()). les deux événements sont simultanés. 

Ui. distance. spaciale de çes deux événements est minimum 
dans le système pour lequel ils sont simultanés , car c a T a — l- 
élanl constant, l est minimum pour T = o. 

Deux tels événements, qui, par un choix convenable du système 
de référence, peuvent être amenés en coïncidence dans le temps, 
mais non dans l’espace, forment un couple dans Vespace. 

Deux événements qui constituent un couple dans l’espace sont 
nécessairement sans influence mutuelle. Aucun lien de. cause à 
effet 11 e peut exister entre eux; en effet, s’il existait entre eux 
un lien de causalité, comme leur ordre de succession peut être 
inversé, la cause serait, pour certains observateurs, postérieure à 
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l’effet, ce qui est absurde : comme dil Einstein, « on 11 e peut pas 
télégraphier dans le passé ». 

2 " Coïncidence absolue. — Lorsque s — o, si / et. T sont nuis 
dans un système, ils sont nuis aussi dans tous les systèmes ; les 
deux événements sont en coïncidence absolue dans 1 Espace- 
Temps (n° 171. 

d” Couples dans le temps. — Lorsque s est réel, la distance 
spaciale l est dans tous les systèmes plus courte que le trajet cT 
de la lumière pendant la durée qui s’écoule entre les deux é\éne- 
mcnls. 

On voit immédiatement, d’après (a — 0), que lorsque .v->o, 
(/' 2 — t\ ) est toujours du mémo signe que l»—Ci quelque choix 
qu’on fasse du système S'. L'ordre de succession a alors un sens 
absolu. 

De même que dans le cas où .v-<; o, on peut trouver un système 
dans lequel T = o ; de meme lorsque .ç->u, on peut trouver un 
système dans lequel / s’annule, \iusi, lorsque deux événements 
sont tels que s'- >■ o, ils peinent être amenés en coïncidence dans 
l’espace, mais non dans Je temps : ils lorment un couple dans le 
temps. De plus, la durée qui les sépare est minimum dans le 
système pour lequel ils coïncidenl dans Vespace. 

Deux événements qui constituent un couple dans le temps 
peuvent être unis par un lien de causalité. Ils peuvent aussi, bien 
entendu, être indépendants, mais toujours le premier événement 
peut avoir été annoncé au lieu où le second va se produire. 

L’intervalle d’Univers s est donc réel ou imaginaire, suivant 
que l’un des événements peut ou non influer sur l’autre; il indique 
la « possibilité d’influence ou d’action » d’un des événements sur 
l’autre (P. Langevin). 

22. La contraction des longueurs. 

Appliquons les considérations qui précèdent à une tige de lon¬ 
gueur l' pour un observateur immobile par rapport à elle dans Je 
système S', et de longueur l [jour un observateur du système S 
par rapport auquel elle se déplace dans le sens de sa longueur. 

Prenons comme événements A et B les positions des extrémités 
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de la tige a un même instant pour l'observateur S ; ces événements 
forment un couple dans l’espace. Pour l’observateur S, la dislance 
s.paciale des événements A et B est la longueur l de la tige, mais, 
pour l'observateur de S', A et B ne sont plus simultanés, et, pour 
cet observateur, la tige est plus longue. 

Supposons qu’une des extrémités coïncide avec O et O' à l’ori¬ 
gine des temps, la formule 


X f =. d (x — (J t) 


montre que, pour / = n, 


ou l = a/'. 


Vinsi, pour l'observateur S qui voit passer la tige, celle-ci 
esl plus courte que pour l’observateur S 7 , pour qui la tige est 
immobile : quand la lige est animée par rapport à l’observateur 
d une vitesse e, sa longueur est. la longueur au.repos multipliée 



C'est la contraction de Lorenlz , mais celte contraction n’a 
plus aucun caractère absolu, et, sous cette forme, elle ne prête 
plus aux objections précédemment indiquées (n° 9). En somme, 
la contraciion résulte simplement de la manière différente dont 
bfs deux observateurs définissent la simultanéité et du fait que la 
forme d'un corps en mouvement ne peut être définie que comme 
le lieu des positions simultanées des différents points de ce corps 
(l\ Langcvin). 

. Bien entendu, la contraction est réciproque : si deux liges iden¬ 
tiques sont immobiles, l’une clans le système S, l'autre dans le 
système S', chaque observateur trouve que la tige de l’autre sys¬ 
tème est plus courte que celle de son système. 

Le fait qu’un objet en mouvement est contracté dans le sens 
du mou\euienl ne signifie donc pas que l’objet a été réellement 
modifié par le. mouvement; il signifie que l’espace relatif à l’obser¬ 
vateur et l'espace relatif à l'objet ne sont pas les mêmes (ainsi que 
nous l’avions fait pressentir au n° 9). 

Un objet qui passerait avec.la vitesse de la lumière serait, pour 
l’observateur, infiniment aplati. 
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23 . La dilatation du temps (Einstein). 

Une horloge est immobile dans le système S'; elle marque le 
temps £'. Comment marchc-l-elle, vue du système S? 

Supposant, comme précédemment, que, dans chacun des sys¬ 
tèmes, le temps soit compté à partir de la coïncidence des origines O 
et O' des coordonnées, nous avons 

dl'= ~(^dt- , dx = p dt ; 

d’où 

( 5-0 ) dt~~ dt'. 

En particulier, pour l’horloge du système S' placée à l’origine O' 
des coordonnées, t — -1'.■ 

On peut raisonner encore de la façon suivante. Considérons 
une horloge du syslèmc S' et deux événements inlinimenl voisins 
se produisant sur cette horloge; nous avons 

invariant ds- = c- dt'- — c 2 dt- — dx- avec dx = v dt ; 

d'où 

dt = - dt'. 


Ainsi, pour les observateurs du système S, les horloges de S' 
retardent, par seconde, de (i — a) seconde. 

Naturellement, ta relation entre les temps l et t.' est réciproque : 
pour les observateurs du système S', ce sont les horloges du sys¬ 
tème S qui retardent de plus en plus sur celles de S'. 

La dilatation du temps est la contre-partie de la contraction 
des longueurs. 

Soit, en cfïet, une lige infiniment courte dirigée.parallèlement 
à la vitesse, immobile dans le système S' et de longueur dx' dans 
ce système; considérons deux événements infiniment voisins 
concernant celte tige; d’après (4-6) et (6-6), Pobsorvaleur du 
système S mesure 

ci. dt = - dt', 
ac 


dx — a dv‘ 
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On a donc 

/ dx dt = «:/:«■' r/i'. 

Avec des liges de longueurs au repos, dx', dy', dz dirigées 
parallèlement aux axes de coordonnées, formons un parallélépi¬ 
pède rectangle immobile dans S ; ; soiL dt' un intervalle de temps 
infiniment court marqué par une horloge au centre de ce parallé¬ 
lépipède; comme avec notre choix particulier d’axes, dy = dy' 
cl dz = dz', nous obtenons 

dx dy dz dt — dx dy' dz' dt.' 

ou encore, en primant comme coordonnée de temps la longueur 
u. et, 

( ) dx dy dz du = dx' dy' dz du', 

formule qui exprime V invariance de Vêlement d : hyper volume 
{quadridiniensionnel) d’Univers. 

24. Les lignes d’Univers (Mixkowski). 

Suivons maintenant la succession des événements qui consti¬ 
tuent la vie d’une même portion de matière ou d’un même être. 
Leur ensemble forme dans l’Espacc-Temps une « ligne d'Univers», 
comme en Géométrie une succession de points forme une ligne 
dans l'espace. 

Dans l’espace de la Géométrie, l’élémenl d’arc de courbe s’écrit 
dl- = dx~ -4- dy - h- dz - 

dans J'Espace-Temps, l'élément, d’arc, de ligne d’Univers a pour 
expression l’invariant 

(y-6 ) d. s' 2 = — dx 2 — dy- — dz' 2 -y c- dl 2 , 

c’est l’intervalle, indépendant de tout système de référence, 
entre deux événements infiniment voisins pris sur la ligne d’Uni¬ 
vers considérée. Entre deux événements A et B pris sur celte ligne, 
la longueur de l’arc de ligne d’Univers est 



(H-fi) 





r _ LV relativité restreinte. 

******* PART t . les couples d’événements infnu- 
cgvale étant étendue a <)l1 ^ man ièrc continue le long t e 

Voisins qui se succèdent J »»* dépendante du système 

e ligne. Celte intégrale 
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mesure la longueur , divisée par c, de Varc de ligne d'Univers 
de ce mobile. 

Considérons maintenant un point matériel libre M, ; la loi 
d’inertie de Galilée nous enseigne que ce point esL en mouvement 
rectiligne et uniforme : à cet état de mouvement correspond, 
dans l’Espace-Tcmps, une ligne d’Univers formée par l’ensemble 
des événements qui représentent les diverses positions successives 
de ce mobile dans son état de mouvement uniforme, positions 
qu’on peut repérer dans un système quelconque. 

Sur la ligne d’Univers de M,, choisissons deux événements déter¬ 
minés A et B : ces deux événements forment un couple dans le 
temps; hoir ordre de succession est le même dans tous les sys¬ 
tèmes de réléronce; nous supposerons, pour (ixer les idées, que A 
soit antérieur à B. 

Entre ees événements A et B, nous pouvons imaginer dans 
l’Espaee-Temps une infinité de lignes d’Univers réelles (de même 
qu’entre deux points de l’espace de la Géométrie ordinaire, ou 
peut tracer une infinité de courbes); prenons l’une quelconque 
de ces lignes d’Univers : il suffit pour cela de considérer un second 
mobile M 2 , parti de l’événement. A, qui, après avoir parcouru, 
avec une vitesse plus ou moins grande, un trajet spacial plus ou 
moins long, trajet que nous allons repérer dans un système en 
translation uniforme lié à M,, rejoint ce mobile M t à l’événe¬ 
ment B. ^ 

En résumé, nos données sont les suivantes : les deux mobiles M| 
et ML sont en coïncidence absolue aux événements A et B ; entre 
ces événements, leurs lignes d’Univers sont différentes; M| est 
supposé en translation uniforme. Enfin, nous repérons les événe¬ 
ments dans un système S lié à M|. 

Il importe de remarquer que M 2 , ayant quitté en A le système 
uniforme S pour y revenir en B (ou seulement pour y passer en B), 
a nécessairement subi une accélération entre les événements A 
et B. 

Prenons deux époques L et / -f- dt du temps du système S, com¬ 
prises entre les époques l K et /,, auxquelles se produisent, toujours 
dans le système S lié à M,, les événements A et B. Aux époques L 
et t.-y-dt. le second mobile ML est repéré a?, y, z, t\ x-\-dx, 
y-ydy, z-\-dz, L -f- dt dans le système S; ces coordonnées 
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déterminent, sur la ligne d’Univc.rs de Mo- deux événements G 
et D infiniment voisins, dont l’intervalle est ds ; on a 


mais on a aussi 


ds- = — dx ' 1 — dy -— dz--\- c: 1 dl-, 


ds = c dx, 


dx étant-l’élément de temps propre du mobile Mo. On déduit de là 


ds- = c- dx- = c- dt 2 ' i 
= c- dl- (i — 



a - a- dl-. 


v étant la vitesse du mobile Mo à l’époque t , vitesse et temps 
mesurés dans le système uniforme du mobile M,. 

On a donc finalement 

(10-6) dx — a. dt, 

ce qui signifie : le temps propre d'un mobile Mo entre deux 
événements de sa ligne d'Univers est plus court que le temps 
mesuré entre les mêmes événements dans un système en trans¬ 
lation uniforme; il est d'autant, plus court que la vitesse du 
mobile par rapport au système uniforme est plus grande. 

Ce résultat est d’ailleurs absolument général, quel que soîlIc 
système uniforme considéré, et il pouvait se déduire de la pro¬ 
priété de minimum démontrée au n° 21 : lorsque deux événements 
forment un couple dans le lemps,' la durée qui les sépare est 
minimum dans le système pour lequel ils sont en coïncidence 
dans l’espacé; le temps propre jouit donc de la propriété de 
minimum par rapport au lemps évalué dans tout système en trans¬ 
lation uniforme. 

Nous n’avons pas encore tenu compte delà coïncidence absolue 
des mobiles M| (en translation uniforme) et M 2 (mouvement quel¬ 
conque) aux événements A et B. Intégrons (10-6) 



plus le mouvement du mobile M 2 entre les événements A et B 
communs aux deux mobiles différera d'un mouvement recti- 
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ligne et uniforme , plus, par conséquent, les vitesses par rapport 
à M, seront grandes, puisque la durée totale /„— t x est lixe, et 
plus le temps propre total sera court. 

Kn d’autres termes : entre deux événements déterminés , la 
plus conçue ligne d'Univers est celle qui correspond au mou¬ 
vement de translation uniforme U)- 

Si, entre deux événements formant un couple dans le temps, il 
y a une ligue d’Univers de longueur maximum, celle qui repré¬ 
sente la translation uniforme, par contre, il y a une inimité de 
lignes d’Univers de longueur nulle. En effet, dans le système S 
lié à ]VI |, les événements A et B se produisent au même point 
d'espace : il y a une inimité de trajectoires possibles pour un 
ravun lumineux partanL de ce point à l’époque t. x et y revenant à 
l’époque /u après diverses réflexions; or la ligne d’Univers d’un 
rayon lumineux est de longueur nulle, puisque 

d.s 2 = c 2 dl- — dx -— dy -— dz-= c- <lt- ^ = <>. 

D'étranges conséquences se déduisent des résultats qui viennent 
d’être éLablis. 

i° Dans un sysLèmc en translation uniforme — la Terre, par 
exemple, car son accélération est faible — deux horloges iden¬ 
tiques et synchrones sont au môme endroit. On déplace l’une très 
rapidement et on la ramène près de l’autre au bout du temps t 
(temps du système); (‘.lie se trouve en retard suri autre horloge, 

de Z — f r J.dt ; si l’accélération a été instantanée au départ comme 

%/o 

à l’arrivée et si la vitesse est restée constante en grandeur, le 
retard est /.(i — aj. 

£* Dans les mêmes conditions, un échantillon de matière radioac¬ 
tive aura moins évolué que celui qui n’a pas été déplacé, qui n a 
pas subi d’accélérations (Langevin). 

11 reste bien entendu que de semblables phénomènes ne seraient 

(') Il importe de remarquer que, dans la démonstration précédente, il n y a 
pas réciprocité mitre les systèmes de référence liés à M, et à M 2 , parce que M 2 
n’est pas en translation uniforme. C’est l’accélération de M 2 qui a crée la dissy¬ 
métrie ; oq reconnaît ici le caractère absolu de 1 accélération. 
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déterminent, sur la ligne d’Univers de M 2 , deux événements G 
etD infiniment voisins, dont l’intervalle est ds: on a 


mais on a aussi 


ds- = — (It- — dy' 1 — clz-~\- c- dt i , 


ds — a dz, 


di étant l’élément de temps propre du'mobile Mo. On déduit de là 



p étant la vitesse du mobile Mo à l’époque t , vitesse et temps 
mesures dans le système uniforme du mobile M t . 

On a donc finalement 

(10-6) d-z — 'xdl, 

ce qui signifie : le temps propre tVun mobile Mo entre deux 
événements de sa ligne d’Univers est plus court, que le temps 
mesuré entre les mêmes événements dans un système en trans¬ 
lation uniforme; il est d'autant plus court, que la vitesse du 
mobile par rapport au système uniforme est jtlus grande. 

Ce résultat est d’ailleurs absolument général, quel que soit le 
système uniforme considéré, et il pouvait se déduire de la pro¬ 
priété de minimum démontrée an n° 21 : lorsque deux événements 
forment un couple dans le temps,' la durée qui les sépare est 
minimum dans le système pour lequel ils sont en coïncidence 
dans l’espacé; le temps propre jouit donc de la propriété de 
minimum par rapport au temps évalué dans tout système en trans¬ 
lation uniforme. 

Nous n’avons pas encore tenu compte de la coïncidence absolue 
des mobiles M, (en translation uniforme) et M 2 (mouvement quel¬ 
conque) aux événements A et B. Intégrons (10-6) 

(h — f a dt, 
di K 



plus le mouvement du mobile M 2 entre les événements A et B 
communs aux deux mobiles différera d’un mouvement recli- 
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ligne et unijornuu plus, par conséquent, les vitesses par rapport 
àM, seront grandes, puisque la durée totale /„ — / A est fixe, et 
plus le temps ju'opre total sera court. 

kn d’autres termes : entre deux événements déterminés , la 
plus lojVc.uk ligne d Univers est celle qui correspond au mou¬ 
vement de translation uniforme {'). 

St, entre deux événements formant un couple dans le temps, il 
y a une ligne d Univers de, longueur maximum, celle qui repré¬ 
sente la translation uniforme, par contre, il y a une inimité de 
lignes d Univers de longueur nulle. En effet, dans le système S 
lié à M,, les événements A et B se produisent au même point 
d espace : il y a une infinité de trajectoires possibles pour un 
rayon lumineux parLant. de ce point à l’époque t^ eL y revenant à 
1 époque /,j après diverses réflexions; or la ligne d’Univers d’un 
rayon lumineux est de longueur nulle, puisque 

(ls 2 = c % (U- — </x- — dyi — <ls* = c- di- (i — = o. 


D'étranges conséquences se déduisent des résultats qui viennent 
d’être établis. 

i° Dans un système en translation uniforme — la Terre, par 
exemple, car son accélération est faible — deux horloges iden¬ 
tiques et synchrones sont au même endroit. On déplace l’une très 
rapidement et on la ramène près de l’autre au bout du temps t 
( temps du système) ; elle se trouve en retard sur l’autre horloge, 

de l. — ! r j.dt\ si l’accélération a été instantanée au départ comme 

t/o 

à l’arrivée et si la vitesse est resLée constante en grandeur, le 
retard est /.(i — a ). 

Dans les mêmes conditions, un échantillon de matière radioac¬ 
tive aura moins évolué que celui qui n’a pas été déplacé, qui n’a 
pas subi d’accélérations (Langevin). 

Il reste bien entendu que de semblables phénomènes ne seraient 


(’) lt importe de remarquer que, dans la démonstration précédente, il n’y a 
pas réciprocité entre les systèmes de référence liés à M, et & M,, parce que M 2 
iiYsi pas en translation uniforme. C’est l’accélération de M 2 qui a créé la dissy¬ 
métrie : oq reconnaît ici le caractère absolu de l'accélération. 
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rendus appréciables qu’en réalisant, des vitesses colossales. Pour 
réduire a à 0,91 il faut déjà une viLcsse de 1 33 000 km : sec. 

3 J Avec P. Lang£vin ( ( ), imaginons qu’un observateur ait une 
machine lui permettant de quitter la Terre el d’atteindre une 
vitesse fantastique. Supposons, pour fixer les idées, que cette 
vitesse soit inférieure tic l - ÿïï seulement à la vitesse de la lumière. 
Pendant 1 an, le voyageur s’éloigne de la Terre el il revient au bout 
de 2 ans; il n’a vieilli que de 2 ans, il a vécu le temps propre de 
son système, temps d’ailleurs enregistré par ses horloges. Cepen¬ 
dant, à son retour, il trouve sur la Terre d’autres générations, 
et il apprend qu’il est parti depuis 200 a us. 11 s’est transporté 
dans l’avenir, mais sans retour possible dans le passé. 

Le calcul montre que si les habitants de la Terre el le voyageur 
pouvaient se suivre mutuellement par des signaux, la Terre atten¬ 
drait 2 siècles avant de recevoir le signal envoyé parle voyageur 
pour annoncer le commencement de sou voyage de retour, el 
que le retour se produirait, pour la Terre, 2 jours seulement plus 
tard. Tandis que le voyageur aurait vu la Terre s’éloigner et se 
rapprocher,'de lui pendant des temps égaux chacun, pour lui, à 

1 an, la Terre, prévenue seulement par l’arrivée, d’ondes électro¬ 
magnétiques, "aurait vu le voyageur s’éloigner d’elle pendant 

2 siècles et revenir pendant un temps 4 0000 fois plus court. 

Les chiffres qui viennent d’èlrc donnés supposent que la vitesse 
a été atteinte très rapidement, ce cpii serait évidemment impos¬ 
sible, même si l’homme disposait d’une énergie suffisante, car la 
force d’inertie sérail telle que le voyageur serait écrasé. Toutefois, 
cet exemple met admirablement en évidence la relativité du 
temps. 

Pour un mobile qui serait animé de la vitesse de la lumière, le 
cours du temps serait suspendu. 

26. La loi d’inertie (■). 

Nous venons d’établir que l’intégrale 1= f ds est maximum 

P) P. Lanquvin, L'évolution cle l'espace et du temps. 

('") P. Lanoevin, Bulletin de la Société des Electriciens , 3 (lécLMiibrr 1 <>11>. 
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pour la ligne (l’Univers qui correspond au mouvement rectiligne 
cl. uniforme, c’est-à-dire pour un mobile qui se meut conformé¬ 
ment à la loi d : inertie de Galilée. 

Cette loi a donc pour énoncé intrinsèque et simple 

(r.ï-6) o J'ds = o. 

Le mouvement rectiligne et uniforme joue, dans l’Univers de 
Minkowski, le rôle que joue la droite en Géométrie euclidienne, 
avec cette difiérence que la ligne d’Univers qui se traduit pour 
nous par l’état de mouvement rectiligne et uniforme entre deux 
événements est. la ligne la plus longue, alors qu’en Géométrie, la 
ligne droite entre deux points est la ligne la plus courte; cepen¬ 
dant, dans un cas comme dans l’autre, l’énoncé sous forme de loi 
d'action stationnaire (12-6) est le même. 

1 La ligne d’Univers du point matériel libre, dans un Univers régi 
par les formules de Lorentz , peut être appelée droite d’Uni¬ 
vers, car elle présente une analogie frappante avec la droite de 
la Géométrie euclidienne : aussi dirons-nous que. l'Univers de 
Minlcowski est un Univers euclidien (■). Cet Univers euclidien 
est caractérisé par le fait qu’on peut imaginer une infinité de sys¬ 
tèmes de référence en mouvement de translation uniforme les uns 
par rapport aux autres, dans lesquels les équations de Maxwell 
sont exactes, dans lesquels la propagation de la lumière est iso¬ 
trope, dans chacun desquels on peut définir un temps, valable 
pour le système tout entier (n° 13 ) et susceptible d’une mesure 
optique, dans lesquels enfin le mouvement du mobile libre est 
rectiligne et uniforme. 

Disons dès maintenant que, dans l’Univers réel, ces conditions 
ne peuvent être réalisées que localement; nous verrons, dans 
l’exposé de la relativité généralisée, que l’Univers réel n’est pas 


(') Nous conservons la qualification d 'euclidien, bien que les carrés qui 
figurent dans l’expression de rfs a (rfs a =— dx- — dy" 1 — dz --+- c 2 dt’ 1 ) ne soient pas 
tous affectés du même signe, si l’on conserve des coordonnées réelles. Dans la 
géométrie de l’espace euclidien, les carrés ont tous le même signe : 

dP = dx % -h dy^-V- dz 5 ; 


c'est là la seule dillërenee. Nous reviendrons plus loin sur ce point. 
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euclidien dans son ensemble, mais qu'en chaque point-événement 
on peut considérer un Univers de Minkowski euclidien tangent à 
l’Univers réel, do même qu’en Géométrie des surfaces courbes 
on peut, aux alentours de chaque point, remplacer la surface par 
son plan langent. 

• Dans l’Univers réel non euclidien, la loi d’inertie reste 
5 Ç(h — o ; la ligne d’Unisers du mobile Libre est une géodésiquc 
de l’Espace-Temps, mais celle géodésiquc n'est plus une te droite. 
(l’Univers ». 

La ligne d’Univors d’une perturbation éleclroinagnélique est 
une géodésiquc de longueur nulle. 


27. La géométrie de Minkowski (géométrie 
des événements). 

Poursuivant l’étude de l’Uni\ers euclidien de Minkowski, nous 
allons montrer comment l’invariant s, qui joue dans l’Espace- 
Temps le même rôle que la distance dans l’espace delà Géomé¬ 
trie, permet, de donner une interprétation géométrique de la trans¬ 
formation de I jorenU ( 1 )• 

La géométrie des événements diffère de celle des ligures de 
l’espace, non seulement parce qu’elle est à quatre dimensions, 
mais parce que les coordonnées d’espace et la coordonnée de 
temps ne sont pas affectées du même signe dans l’expression du 
carré de l’intervalle rl’Univers : connue nous l’avons déjà fait 
remarquer (note du numéro précédent), il y a dans l’expression 
de s- un terme positif et trois termes négatifs, alors qu’en géo¬ 
métrie ordinaire, le carré de la distance de deux points est exprimé 
parla somme de trois carrés : en d’autres termes encore, dans 
l’espace, la distance est toujours réelle, dans l’Espace-Temps l'in¬ 
tervalle peut être réel ou imaginaire. 

Nous prendrons comme quatrième coordonnée la longueur 
u.-—et. Dans an hyperespuce à quatre dimensions, imaginons 
quatre axes de coordonnées rectangulaires Qx , O f : Oz, Ou , 


(’) II. Minkowski, Haum wtd Zcii. — Max vu.\ Lalt, Die Jielativitats 
théorie , t. f, i<)i<), p. GO. 
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constituant un système S; il ya six plans du coordonnées xy , xz. 
xu , yz , yu % za sur chacun desquels on peut représenter la pro¬ 
jection d’nne ligure quadridimensionnelle ; il y a aussi quatre 
espaces de coordonnées euclidiens, à trois dimensions, perpendi¬ 
culaires les uns sur les autres : un seul de ces quatre espaces esl 
celui que nous appelons l’« espace » (xyz). 

En géométrie ordinaire, tridimensionnelle, si nous portons à 
partir d’un poinl origine, dans toutes les directions, la distance 
unité, nous obtenons une surlare sphérique 

(n-C.j .t-- t- y - h- J" = !. 


Dans l 5 hyperes])ace. quadridimensionnel. prenons un événement 
origine O. Nous devons remplacer la distance de la Géométrie par 
l’intervalle d’Univcrs s, qui peut être réel ou imaginaire. Les évé¬ 
nements tels que le carré de l’intervalle qui les sépare de l'événe¬ 
ment origine soit égal à =h i sont représentés par les espaces 
hyperboliques (à trois dimensions) 

( I )■”(> J ""f” y “ . "H * ' 


Ces espaces jouent le même rôle que la surface sphérique 
( 1 3 - 6 ) de la géométrie ordinaire. 

Figurons dans le plan du papier les axes 0 ^ et On; coupons 
par ce plan (y — o, z~ o) les deux espaces hyperboliques : 
nous obtenons les deux hyperboles 


(>'>-< >) 


x- — u” — — i hyperbole 11 ) 
a- 2 — u 2 =-t-i hyperbole (a) 


asymptotes communes a- 2 —u 2 = o. 


Considérons maintenant un système S' de points matériels, ou, 
selon l’expression de Mmkowski, de points substantiels, le mot 
substance étant pris dans un sens très général et signifiant qu’il y a 
« quelque chose », matière, électricité, énergie. Supposons que 
les points substantiels soient animés, parallèlement a Ox , dune 
vitesse v par rapport au système S; leurs lignes d’Univers sont 
toutes représentées par des droites faisant avec 1 axe Ou 1 angle 


ij; = firc tan g - • 
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(16-6) 


dx 

dt 


dx _ 
du ’ 


dx 

du 


lang'V, 


,1e sorte que les «quations de la ligne d'Univors ,1’un point subs- 
lantiel immobile dans le système S' sont 


(17-G) 


Xq, 


Y = 7m 


Ces lignes sont bien des droites parallèles à la droite O u' du plan 
des faisant avec 0« l’angle >1/= an lang-, la dioite Ou est 
La ligne d’Univers du point substantiel donl la position à l’origine 
des temps est un événement en coïncidence absolue avec l’événe¬ 
ment origine O du système S. 



La valeur absolue de la vitesse v ne pouvant dépasser c. l’angle | 

1 TT 

est compris entre ± - • 

Prenons maintenant comme nouvel axe du temps la ligne Ou 1 , 
et comme nouvel axe des x son diamètre conjugué Ox 1 . Ceci 
revient à repérer les événements dans le système S', en mouvo- 
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nient par rapporta S avec la vitesse e parallèle à Ox\ en ellet, 
tous les points animés de cette vitesse v apparaissent immobiles 
si l’on adopte les axes Ox', O u 1 , puisque leurs lignes d’Univers 
sont parallèles à l’axe 0 «' du temps, eL que par conséquent leurs 
coordonnées d’espace restent constantes. 

Dans le nouveau système d’axes (Oi', O y, Os, Ou 1 ) les équa¬ 
tions (les hyperboles, qui sont rapportées à deux diamètres conju¬ 
gués, et celles dps espaces hyperboliques restent les mêmes 

( 1S -(> ) x'- — a - — rp 1, x'~ -t- y -— zz .' 2 = 1 

à condition de changer d’unité de longueur et d’unité de temps, en 
prenant pour unités ( )X' sur Ox 1 et OU' sur Ou, au lieu de OX 
et de OU. 


Transformation de Loreni.z. — Nous pouvons maintenant 
trouver les formules de transformation, permettant de passer du 
système Oxyzu au système Ox'yzu'. 

lues droites Ou.' et Ox 1 ont pour équations dans le systèmeS 
(O xyzu) : 

r ' , v 

O a : x = - u. ; O x : u — - x. 

• c c 


Les coordonnées des points XJ' et X' d’intersection avec les 
hyperboles sonL, dans le système S : 


point U' 


1 



■n- 


1 t> 
a c 


point X' 


I'X' = 


1 v 

a c 


1 



Dans le système S' (O x'yzu 1 ), les coordonnées de ces mêmes 
points sont les suivantes : 


point U' 
Soient alors 


“Û'= >’ 

4.= 0 : 


point X' 


zd v = 0, 
x'v = 1 • 


x' = a x -+- b zz, 
u' -■= ex -h il u 


les formules de transformation des coordonnées. Il suffit de rem¬ 
placer x, u , x 1 , u successivement par les coordonnées des 


3 ^* 
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points U' et X' pour avoir quatre relations qui déterminent J.cs 
coefficients u, 6, c, d. On trouve, immédiatement 

a = d= - b — c — _ - 
y. ~~ a c 

Les formules de transformation s’écrivent donc 



ce sont précisément les formules de Lorentz. 

La transformation de Lorentz consiste donc dans la substitution 
de deux diamètres conjugués aux axes des hyperboles et dans le 
changement d’unités indiqué. Elle laisse invariantes les équations 
des espaces hyperboliques (i8-(>). 

Toute droite coupant, l’hyperbole, (i) peut être choisie comme 

axe du temps |-<]ij. De même toute droite coupant, l’hy¬ 

perbole (2) peut servir d'axe des a:, mais non d’axe du temps; tout 
événement E tel que it-<C x~ peut ainsi être rendu simultané avec 
l’événement origine O, en prenant pour axe du temps le diamètre 
conjugué de OE. 

Construction générale. — O11 peut généraliser les résultats 
précédents et les étendre au cas où les axes d’espace x, y, z sont 
orientés arbitrairement par rapport à la vitesse ç. 

L’espace hyperbolique à deux nappes 

(19-6; (1) x*-i — u- = —i 

et l’espace à une nappe , 

(20-f) ) ( '>. ) x 2 -r- y ' 1 -!- z- — al = 1 

ont un espace conique asymptote 

(21-6) x--±-y--h. z- —u*=o. 

Dans l’espace hyperbolique (1), choisissons un point D' quel¬ 
conque (x v ,, u ü') eL joignons OU'. Nous pouvons prendre 






-mam 
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celle droite comme nouvel axe du temps Ou' ; à la droite Ou 1 cor¬ 
respond un espace diamétral conjugue (euclidien), comme à un 
diamètre d’un hyperboloïde correspond un plan diamétral con¬ 
jugué. Cet espace a pour équation 

) .r.r (t < -|- y y y -4- zzy --- tuiy — n, 

il coupe l'espace hyperbolique (2) à une nappe suivant un ellip¬ 
soïde (comme un plan coupe un hyperboloïde suivant une ellipse); 
l’ellipsoïde est. une sphère si U' est un sommet de l’espace hyper¬ 
bolique (1 ) (cas du système x, y, z, u). 

Nous pouvons toujours prendre pour G.r' l’intersection de l’es¬ 
pace conjugué de Ou' par le plan Ou , Oet d’autre, part faire 
tourner le système a?, y, ; pour amener Oj? dans le même plan 
Ou, Or/'. Nous sommes alors ramenés a la construction précé¬ 
dente. Ox (il O x' étant dans le plan O m, Ou. 

La vitesse de l’espace conjugué de Ou’ par rapport à l’es¬ 
pace .r, y, est c tangA, >1 étant l’angle des axes du temps Ou 
et ( ) u'. 

Il existe une triple infinité de points dans l’espace hyperbo¬ 
lique (1); il y a, par suite, une triple infinité d’axes du temps et 
une triple infinité d’espaces euclidiens conjugués de ces axes du 
temps. 

Le passe et l'avenir. — L’espace conique 

“H y ~ *4“ -J ~ — Il - = O 

partage l’Univers en trois domaines : 

i" lai domaine antérieur , pour lequel s‘->o ou a 2 i>a? 2 -f~y 2 -4-c 2 
avec u <( o. Par chaque événement À de ce domaine, on peut 
faire passer un axe du temps 0« f , le sens du temps croissant 
étant A — 4 ). Un événement quelconque de ce domaine est « dans 
le passé j> de l’événement origine O, quel que soit le système de 
référence ; il forme avec (J un couple dans le temps, A étant anté¬ 
rieur à l'événement origine, puisque «< o. 

2 0 Le domaine postérieur : s a > o ou «-’> # 2 -f-y 2 -f- s 2 avec 
Par chaque événement A de ce domaine, on peut encore 


\ 


u ^> o. 
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Faire passer un axe du temps; le sens du temps eroissanl étant 
X.) —v A, Févénemenl, A est «. dans l’avenir » de l’évenemeni ori¬ 
gine. 

.V’ Le domaine intermédiaire : s 2 <o ou u- < 

Dans ee domaine, trois événements A, B, G quelconques, c’est-à- 
dire trois points d’Univers, forment avec () un espace euclidien 
<}ui peut être, choisi comme espace (Ox'y' d ) ; l’axe du temps est 
alors le diamètre conjugué de cet espace. Dans le système de réfé¬ 
rence ainsi constitué, les trois événements A, B, G sont simul¬ 
tanés avec l’événement origine O (G=o pour A, B, G, O). Bar 
un choix convenable d’un autre système on peut, à volonté, 
rendre un événement de ce domaine antérieur ou postérieur à O. 

En résumé : le cône — u~ = o se compose de deux 

parties : le cône antérieur, pour lequel u<L o et le cône postérieur 
pour lequel u^>o. Le premier contient les points d'Univers ou 
événements dont l’annonce a pu précéder l’événement O; ces 
points d’Univers peuvenL « envoyer de la lumière à (.) ». Le cône 
postérieur contient l’ensemble des événements qui peuvent être, 
avertis de l'événement O; ces points d’Univers peuvent » recevoir 
de. la lumière de O ». 

En d’autres termes, les événements du cône antérieur peuvent 
être eau s’es de l’événement O, ceux du cône postérieur peuvent, 
être causés par O. 

Dans le domaine intermédiaire, le cours du temps n’a pas de 
sens absolu; aucun événement de cc domaine ne peut avoir avec 
l’événement O une relation de cause à cflet. 

. Nous retrouvons, par celte représentation géométrique, les 
résultats indiqués au n° 21. 

28. L’équivalence du temps et d’une longueur imaginaire 

(Mimtovvsiti). 

Posons 

(■D-6) l = et — i a y/— ï ou u=—l \/ —1. 

Le carré de l’intervalle, changé de signe, séparant l’événemenL 
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origine do l'événement .r, y, z, i^s’écril 

('X |~0 ^ 5 - — or~ ~r* ~t— ô“ —/". 

Nous pouvons prendre / comme quatrième coordonnée; relie 
coordonnée inlervionl exactemcul au même litre que les coor¬ 
données longueurs #, y, z. 

Les formules de Lorcnlz deviennent 



(lel angle imaginaire © est lié à l’angle réelde la Géomélrie 
hyperbolique par la relation, langep = y/—i tang'l/. 

Les équalions de Lorenlz s’écrivent 


( 27-C) 1 


x' = x cosc d -+- / sin cp, 
V — l cosep.—ersincp, 


formules bien connues : ce sonl celles qui permettent de passer 
de deux aves rectangulaires Ox, 01 à deux axes O x ', O/' faisanl 
un angle cp avec les premiers. La transformation de Lorcnlz est 
doue simplement une rotation d’un angle (imaginaire) cp des deux 
axes Ox et O l dans le plan x O L 

Avec celle représentation, il est facile d’établir la loi de compo¬ 
sition des vitesses. 

Soient, en effet, c la vitesse du système S' par rapport au sys¬ 
tème S, v 1 la vitesse d’un mobile dans le-système S', ees deux 
vitesses étant parallèles à Ox. 

0 correspond à une rotation ©, e' correspond à une rotation cp' 
dans Je. système SL Par rapport à S, nous avons à calculer la 
vitesse e' qui correspond à la isolation (©-(-cp'); nous avons donc 

tango =/—i L. tangtp'= \/~ i- -, tang(cp cp') = /HT IL ; 




V2 

.V où 


première partie. 
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|/-ic tangf tp -h »') 


tan g? 4 - tnngcp 
r — tang© tango' 


r -l- v 


l "4“ 


La formule cle composition des vitesses n’est donc autre chose 
que la formule qui exprime la tangente de la somme de deux 

angles. . . 

l‘lus généralement, si l’on effectue n transformations dans Le 

plan des xi avec les rotations successives <pi, •••; d cn 
résulte une rotation unique d’un angle 

?=!>• 

i 


La vitesse v n du 
est 

Or la fonction 


7? ième système par rapport au système pr 
v n = — /^TelangtScp/,). 


tanga; — 


— * ’C —— (> ^ 

eS /=T.v + 6 y-ïx 


croit de o à \/- r i lorsque l’argument est purement imaginaire et 
augmente de o à \J — no. Par conséquent, Lang(Sep/ r ) est toujours 

inférieur ou au plus égal à et La vitesse de la lumière 


est la limiLe supérieure des vitesses. 


U équation « mystique » de Miïikowski (')* L équivalence 
des longueurs et des temps a été exprimée par Minkowski pàr 
une formule qu’il a appelée « formule mystique ». ka limite des 
vitesses c étant prise pour unité naturelle, on a 


3 . io B kilomètres 


seconde. 


Effectivement, une longueur de 3 ooooo k,u et le temps imagi¬ 
naire y/— i seconde jouent exactement le môme rôle dans 1 expi es- 
sion des lois de l’Univers. 


(*) H, Minkowski, Eaum uncl Zeil. 
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29. L’effet Doppler-Fizeau. 

Nous donne vous d’abord la théorie de l’effet Doppler pour-les 
ondes sonores, afin de bien préciser la différence avec le cas des 
ondes lumineuses. 

Ondes sonores. — Lorsque, soit l’observaLeur, soit la source 
sonore, soit l’observaleur. et la source sonL en mouvement (par 
rapport à l’air, milieu de propagation), la hauteur du son perçu 
est modifiée. Le son entendu est plus aigu si l’observateur et la 
source s’approchent l’un de l’autre, plus grave s’ils s’éloignent ('). 

11 est essentiel de noter que ce n’est pas le mouvement relatif 
de la source eL de l’observateur qui détermine le changement de 
hauteur du son perçu. La vitesse de l’observaleur par rapport à 
l’air et la vitesse de la source interviennent chacune pour son 
compte, et ces vitesses jouent dans le phénomène des rôles abso¬ 
lument différents. 

Les deux figures ci-après font comprendre d’un seul coup d’œil 
le phénomène ainsi que la différence entre le cas où l’obsen ateur 
seul est mobile et le cas où la source est en mouvement. 

Ces figures représentent, autour de la source À, un train 
d’ondes émises à des intervalles de temps égaux à la période T A de 
la source; ces ondes sont sphériques et deux ondes consécutives 
ont des rayons qui différent d’une longueur d’onde X — VT A , 
V étant la vitesse de propagation du son. 

Lorsque la source A est immobile, louLes les sphères sont con- 


( l ) Résulta!, énoncé par Doppler (1H42) et précisé par Fizeau. 
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centriques; la distance qui sépare deux ondes successives sur une 
droite quelconque passant par A est égale à a. La hauteur du son 


Fig. S. 



perçu par Fobscrvatour est égale au nombre des oncles qu il reçoit 
dans l’unité de temps. Si l’observateur se dirige vers la source, il 
reçoit un plus grand nombre d’ondes dans l’unité de temps et par 
conséquent, perçoit un son plus aigu ; s’il s'éloigne de la source, 
il perçoit, au Contraire, un son plus grave. Ce qui est changé, 
par le fait du mouvement de V observateur, c'est la vitesse du 
son relativement à l'observateur ; pour lui, le son a une vitesse 
V — tr’ 0 , <e 0 étant la vitesse de l’observateur comptée positivement 
s’il s’éloigne de la source. 

Considérons, d’autre part, une source en mouvement; les 
sphères ne sont plus concentriques : elles sont plus serrées dans 
le sens du mouvement, plus écartées dans le sens opposé, la dilïè- 
rence des rayons de deux sphères successives étant d’ailleurs tou¬ 
jours égale à Ce qui est changé, par le fait du mouvement de 
la source , ce n'est plus la vitesse relative du son. c'est la dis¬ 
tance des ondes , c'est la longueur d'oncle pour l'observateur. 
Dans le sens du. mouvement, celte distance a' des ondes succès- 
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sives est égale à X, diminuée du déplacemeul de la source 

X' = X u’a Xj 

w x étant la vitesse de la source. 



Le cas du mouvement de l’observateur et celui du mouvement 
de la source sont donc, par leur nature même, essentiellement 
différents. 

Nous remarquerons que le maximum d’effet a lieu, dans un cas 
comme dans l’autre, lorsque le mouvement de l’observateur O et 
celui de la source A ont lieu suivant la droite OA; suivant une 
direction normale à OA, si l’observateur et la source sont à une dis¬ 
tance assez grande par rapport à X, l’effet du mouvement est négli¬ 
geable. Nous ne considérerons donc que les vitesses radiales; 
nous désignerons par <v 0 la vitesse radiale de l’observateur (c’est- 
à-dire la projection de sa vitesse sur la droite OA), et par la 
vitesse radiale de la source. L’air est supposé immobile. 

Comptons les vitesses radiales positivement, dans le sens 
source observateur. La formule générale qui donne la période T 0 
du son perçu par l’observateur s’obtient immédiatement : il suffit 


BECQUEREL 


5 
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d’écrire que 

vitesse relative (lu son x période du son entendu 
= distance de deux ondes successives, 



«>o)To = V=X— (V — w\)T x , 


C’csLla formule exacte; mais si les vitesses m 0 et tr A sont petites 
par rapport à la vitesse du son, on peut écrire en appelant $v la 
vitesse radiale relative <v () — «r A de la source et de l'observateur, 
comptée positivement comme vitesse d'éloignement, 

O-7) T, = T, (. + £)• • 

Dans cette formule, c’est seulement à litre d’approximation, 
dans le cas des faibles viLusses, que la vitesse relative 17 intervient, 
seule. Si les vitesses sont comparables à celles du son, la diffé¬ 
rence entre les deux cas de la source en mouveme.nl et de l'obser¬ 
vateur en mouvement devient considérable : par exemple, si 
l’observateur s’éloignait de la source avec la vitesse ir () = V, il 
n’entendrait aucun son, tandis que, l’observateur étant immobile, 
si la source s’éloignait de l’observateur avec la vitesse <v x = V, 
l’observateur, recevant deux fois moins d’ondes par unité de 
temps, entendrait un son qui serait l’oclavo grave du sou émis. 

Ondes électromagnétiques. — Dans le cas des ondes électro¬ 
magnétiques, il est bien évident que la théorie précédente ne peut 
pas s’appliquer. 

Il n’est plus possible de définir des vitesses. m 0 , par rapport 
à un milieu de propagation, seule la vitesse', relative c de la source 
par rapport à l’observateur a une signification et seule cette vitesse 
doit figurer, non pas seulement dans une formule approximative 
comme (2-7), mais dans la formule exacte. Pour les. ondes 
sonores, la vitesse du son relativement à l’observateur dépend de 
îa vitesse de l’observateur par rapport à l’air; pour les ondes 


e est-à-tbre 

(V- 

h-7) 
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électromagnétiques, la vitesse de propagation est toujours la cons¬ 
tante c. 

La théorie peut être présentée très simplement de la façon sui¬ 
vante ( 1 ) : 

Soit un observateur O qui reçoit le rayonnement émis par une 
source À d’ondes électromagnétiques mobile par rapport à lui 
avec la vitesse p. Dans le système de référence lié à l'observateur, 
la perturbation émise par A à l’instant t arrive en O à l’instant 

t+- (r = AO). 
c 

Au bout d’une période, de durée G dans le système lié à O, la 


Fig. 10. 



source est venue au point A,, à une distance pO de A, et l’instant 
d’arrivée en O de la perturbation correspondante est 

I + 0 + - (/’i= AO). 

C 

L’intervalle de temps entre les arrivées en O, ou période appa- 


(‘) D’après une Note rédigée par M. Langcvin. 
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rente T 0 pour l’o]>servatciir O, est 


Si la période est assez courte pour que AA, = eO soit une dis¬ 
tance très petite par rapport à la distance AO = r, on a, en dési¬ 
gnant par cp l’angle de la vitesse de la source et de la direction 
ohsenaLeur-source prolongé!', ou, ce qui est la même; chose, 
l’angle de la vitesse de l’observateur par rapport à la source et du 
rayon lumineux, angle mesuré dans le système de l’observateur, 

ri — r — AA., cos es = pO coso ; 


T n = 0 ( i -+- 


e,. étant la vitesse radiale de la source par rapport à l'observa¬ 
teur, positive si la source s’éloigne, négative si la source se rap¬ 
proche. 

C’est la formule qu’on donnait autrefois: i" en appliquant, la 
formule approximative de l’acoustique (2-7) ; 2 0 en considé¬ 
rant B comme la période de la source. 

Dans l’ancienne théorie, on commeLlaiLainsi une double erreur, 
car : i° la formule (iS-7 ) est exacte, cl non approximative comme 
en acoustique, en ce qui concerne ^1 parce que la > ites.se. 

de la lumière est une constante; a° elle 11’est qu'approximative si 
l’on prend B comme la période de la source, 

Nous savons, en effet, maintenant, que 0 n’est pas la période 
propre de la source, c’est-à-dire la durée qui sépare deux phases 
égales de l’émission dans un système lié à la source. Soit T A la 
période propre de A, on a 

T A =aO, . 

car T a est l’intervalle de temps propre entre deux émissions, alors 
que 0 est l’intervalle de temps mesuré dans le système de l’obser¬ 
vateur (10-G, n° 25 ). 

La formule exacte de l’effet Doppler est donc la suivante : 


T 0 =Ta-(ih-~ 
a \ c 



( 4 - 7 ) 
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Pour cp = o, on a Veffet Doppler longitudinal 



Pour cp = ^, {7=0 et l’on, a l’effet. Doppler transversal , que 
ne prévoyait pas la Lhéorie ancienne, 

( 6 - 7 ) T 0 =^T A (ou T 0 = 0 ). 

L’effet transversal est d’ailleurs simplement l’expression de la 
dilatation du temps (n° 23 ). La source A, vue de O, est une hor¬ 
loge qui retarde par rapport à une horloge, constituée par la 
môme source, liée à l’observateur O. 

Il reste bien entendu que, dans les applications aux vitesses des 
astres, les vitesses relatives étant extrêmement petites par rapport 
à c, a peut être confondu avec l’unité : l’effet transversal est négli¬ 
geable et la formule pratique est toujours la même que dans 
l’ancienne théorie. 

30. Théorie de l’aberration de la lumière. 

Au commencement du siècle dernier, llradlcy a découvert que 
les coordonnées des éLoilcs varient dans le cours de l’année. 
Chaque étoile décrit sur la sphère céleste une ellipse dont le grand 
axe est 20 ",5 et dont le petit axe est 20 ",5 sinX, À désignant la 
latitude céleste (comptée à partir de l’écliptique). 

Cet effet 11e peut pas être attribué à la parallaxe, c’est-à-dire au 
diamètre apparent sous lequel, de l’étoile, on verrait l’orbite de 
la Terre, car la parallaxe donnerait une ellipse dont le grand axe, 
inversement proportionnel à la distance de l’étoile, n’aurait pas 
une valeur constante ('). D’ailleurs, le mouvement de l’étoile se 

( ! ) Pour les étoiles dont la lumière nous vient en moins d’une trentaine 
d’années, la parallaxe est appréciable et son effet se superpose à l’aberration de 
la lumière. Corrigeant les observations de l’effet d’aberration, on calcule, la 
parallaxe et, par suite, la distance à la Terre. 
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produit à go° de calui qui résulterait de la parallaxe : le déplace¬ 
ment a sa plus longue élongation lorsque la Terre se meut, sur 
son orbite, normalement à la direction de l’étoile. 

Ancienne théorie. — Supposons que la source E soit immo¬ 
bile, et qu'une ouverture A et un observateur B soient, animés 
d’un même mouvement de translation. Admettons, en outre, que 


Fig. ir. 



les ondes lumineuses se propagent dons le vide ou dans un milieu 
tel que l’air, qui ne leur imprime aucun entraînement sensible. 

Soient E la source, A la position de l’ouverture, B la position 
de 1 observateur a un instant déterminé. La lumière ira atteindre 
la trajectoire de l’observateur en un point B' situé sur le im.lmi 
gemeni de EA et y arrivera au bout du temps 


C 
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Si l’observateur sc trouve en ce moment en B', il perçoit la 
lumière, mais l’ouverture n’esl plus alors en A, car pendant le 
lemps L elle s’est déplacée de AA'= o/, <> étant la vitesse du mou¬ 
vement de translation de l’observateur. L’étoile esL donc vue dans 
lia direction B'A' ou BA. 

Si l’on désigne par cp l’angle de la vitesse de l’observateur et du 
rayon lumineux venant de l’étoile, par cp'l'angle de la vitesse et du 
prolongement de la direction apparente de l’étoile, par e l’angle 
d’aberration o — o', on a 

sine AA' v 

— si no AIî' c 

ou, s = <p —<p' étant très petit, 

(7-7) e -_ l s in<p. 

Airy a constaté que l’aberration est la môme avec une lunette 
pleine d’air ou pleine d’eau. On peut déduire de ce fait la formule 
de Fresnel (n° 19 ) (entraînement des ondes). 

Sans doute le raisonnement qui précède donne pratiquement la 
valeur de l’aberration, mais il est, au fond, inexact, car il ne tient 
pas compte de la relativité des longueurs et des angles. 

Nouvelle théorie. — Imaginons dos observateurs placés sur 
l’orbite de la Terre, mais ne participant pas au mouvement de la 
Terre autour du Soleil. Ces observateurs appartiendront à un sys¬ 
tème S dans lequel la direction de l’étoile E sera fixe, si cette 
étoile -est assez lointaine pour pouvoir être considérée comme infi¬ 
niment éloignée. 

La Terre constitue, à chaque instant, un système S' en mou¬ 
vement relatif par rapport au système S. Nous allons chercher 
quelle est la direction, de l’étoile pour un observateur entraîné 
avec la Terre. 

Soit T une position de la Terre sur son orbite; dans le sys-, 
Lème S, prenons comme axe des a? la direction Ta? de la vitesse 
de translation c autour du Soleil, pour plan des xy le plan de la 
vitesse et de la direction TE de l’étoile E. Dans le système S, le 
départ de E d’une onde lumineuse reçue en T a pour coordon- 




, _ , 
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\ 


nées 

7 ’ 

x — — v cos Oj y = —/• sirop, z = o, t— - > 

‘ c 

r étant la distance TE de la Terre à l’étoile, cp l’angle de la vitesse v 
avec le rayon lumineux venant de l’étoile; l’origine du temps est 
l’instant où l’onde arrive en T. 


Fig. iq. 



Prenons maintenant comme second système S' un système 
animé de la vitesse v par rapport à S, les axes élanl en coïncidence 
avec ceux de S à l’instant t = t'=o, où l’oncle est reçue en T. 

On a, dans ce système S', qui est celui de l’observateur lié à la 
Terre, 

x ' = à“ vt ) = ; (£ ~ cos ?) > y = y= — r sin <p. 

I our 1 observateur entraîné avec la Terre, l’angle de la vitesse 
et du rayon reçu est <p', tel que 

<8~7) inngip'— jl' — _ a s * n T 

OC ( j 

COS a - 

c 

En ne conservant que les termes du premier ordre en-, on 
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reli'ouve l’ancienne formule (7-7) 

V . 

e = c a — 0 = -1— si n a. 

‘ c 

L’éloile est donc vue, à chaque instant, dans une direction 
faisant l’angle gsincp avec la direction TE qu’elle amait si la Terre 
n’élail pas en mouvement, autour du Soleil. Le maximum d’écart 
est ^ pour o = c’esl-à-dire quand la vitesse de la Terre est nor¬ 
male à la direction de l’étoile; le minimum est-sinA, A étant la 

c . 

latitude céleste de l’éloile. 

La mesure du grand axe donne 20", 5 ou - = 10 ’,,— ; on en 
0 ’ c i 8 o. 3 boo 

tire v = 29,8 km : sec, ce qui est bien la vitesse de la Terre sur 

son orbite. 


31. Effet Doppler, aberration et entraînement des ondes (■). 

On peut établir les résultats qui précèdent, sous une forme plus 
générale qui présente en même temps l’avantage de mettre en 
évidence la connexité entre les trois phénomènes : effet Doppler, 
aberration et entraînement des ondes. 

Nous supposons toujours la source à grande distance et, par 
suite, nous considérons un rayonnement par ondes planes pério¬ 
diques. Si divers observateurs en translation uniforme les uns par 
rapport aux autres examinent ces ondes, nous pouvons chercher 
comment varient des uns aux autres : la période (effet Doppler ), 
la direction (aberration) et la vitesse de propagation (entraîne¬ 
ment). 

Soit une onde L se propageant par rapport au système de réfé¬ 
rence (O xyz) avec la vitesse normale 0,== - (n indice du milieu 
par rapport au vide), , dans une direction faisant l’angle <p avec 
l’axe des oc et située dans le plan os O y. Si nous choisissons l’ori¬ 
gine du temps au moment où l’onde passe par l’origine des coor¬ 
données, l’insLant t auquel elle atteindra jwTpoint P de coordon- 


(') D’aprcs une Note de M. P. Langcvin. 





sera évidemment 


nées x, y* z 

* u * 



X COS O —h K si O CP 

. . . * ■ —* y ■■ * ■ e 

Cl 


Si des ondes de même phase se succèdent à intervalle T (période 

Fiÿ. i3. 



pour les observateurs du système (Oxyz )) 1 les instants de passage 
en P des ondes successives seront 


(9-7) 


# _ x cosep -h t Y sincp ( / rr 
t — ■ ■ ■ " ■ ■ ■ -4- /c A j 

Cl 


k désignant les nombres entiers successifs. 

Introduisons maintenant un second système de référence 
(0 1 xÿz r ) mobile avec la vitesse c dans la direction Ox par rap¬ 
port au premier, et dont l’origine se trouve en O à l’origine des 
temps. Les passages des ondes en un point fixe par rapport à O r 
seront notés de manière analogue : 


0 - 7 ) 


t’ — CQSc P +7 sm ? 


11 suffit de remplacer dans (9-7) x 1 y, t en fonction de x', 
y f , t' par les relations du groupe de Lorenlz 


y = y r 


a 


/ = - O' 

a 


VT 

C~ 
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et d’identifier le résultat avec (10-7) pour obtenir les relations 
suivantes : 


(n- 7 ) 


T I / V COS G 

VA' —^ 


I 

a 


nv cos 


f 


m- 7 ) 


(■3-7) 


COSO (' 

COSg' €1 c 2 

c\ (’ COS G 9 

I- L 

Cl 


sin 


a smcp 


c i 


Cl I 


coscp 


La formule (11-7) exprime l’effet Doppler. Si l’on prend pour 
système O xyz un système lié à la source, pour système O'#'}'':?, 
un système lié à l’observateur, et si l’on fait 11 = 1, on retrouve 
le résultat précédemment établi. La formule (11-7) devient 


(i4-7) 


T' = Ta 


P COS G 


I — 


Ce n’est qu’en apparence qu’elle diffère de (3-7) ou (4-7) : 
l’angle qui figure dans (0-7) est mesuré dans le système de 
l’observateur, alors que celui qui figure dans (î 4^7) est mesuré 
dans le système de la source, introduisons l’angle ç/ du système 
de l’observateur; la formule (12-7) donne, pour n = 1, 


( 15-7 ) 


et 

(ff>-7) 


COS 


ç 


coso- 

* c 


r cos o 


1 — 


c 


cos o r H- — 

* c 

COS G = -7* 

1 P COS G 

I H— --* 

c 


Remplaçant coscp par sa valeur en fonction de 0', la formule 
(14-7) s’écrit 


T' = tI( 

a V c 




C’est bien la formule précédemment établie. 
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Les formules (12-7) et (18-7 ) expriment à la fois 1 ? en traî¬ 
ne ment des ondes et l’aberration de la lumière. Divisant ( 1 8-- ) 
par ( 12-7), nous obtenons la formule 

, , ce si 11 c 

(*7-7 ) tango =- , 

COS CD- 

‘ C 11 


qui, pour n = 1, redonne la formule ( 8-7 ). 

Dans (i2-j), faisons <p = = - ou o, nous avons 


~f- ÇJ 


Cl It P 




± (U l 


1 dz 


c 1 P 


1 =h 


c 1 
c n 


11 


1 

/i- 


C’est bien la formule d’entraînement (n° 19 ), telle qu’elle résulte 
de la loi de composition des vitesses 


32. La rotation mise en évidence par un effet optique. 
Expérience de Sagnac ( 1 ). 


Sur les bords d’un disque plan sont disposés, tangenliellemcnt 
au disque en M i? M 2 , M :I , trois miroirs plans. Les points M,, 
M a , Ma forment trois sommets d’un carré dont le quatrième sommet 
est P; en ce point P est placée, normalement à la circonférence 
du disque, une lame semi-rclléchissante. 

Ln faisceau lumineux issu d’une source S tombe sur la lame P 
sous l’incidence de 45 ° et est-partagé par cette lame en deux 
l'ayons, l’un réfléchi, l'autre transmis. Après réflexions succes¬ 
sives sur les trois miroirs, chacun de ces rayons se sépare lui- 
même, au retour en P, en deux rayons. Deux des quatre rayons 
ainsi obtenus interfèrent en P/i, où se trouve placée une plaque 
photographique dans le plan focal d’un objectif. 

La source S et la plaque P h, ainsi que les miroirs et la lame, 
sont solidaires du disque; l’ensemble peut tourner autour du 
centre du disque. Quand le disque est au repos, les chemins par- 


( l ) Comptes rendus de VAcadémie des Sciences. 
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/ / 


courus par les deux rayons qui interfèrent sont égaux ci les francs 
sont photographiées dans la pus il ion qu'elles occupent dans ces 

Fiu. i'i. 



M 


conditions. Lorsqu'on fait tourner le disque, on -conslale que le 

système des franges se déplace, cl on le photographie dans sa 

/ 

nouvelle position. Les mesures ont révélé un déplacement - 


S 


C A 


évalué en nombre de franges, S étant la surface du carré dont les 
(‘olés sont décrits par les rayons lumineux, et to la vitesse de rota¬ 
tion du disque. 

On a vu dans ce résultat une objection à la théorie de la rela¬ 
tivité; c’est là une profonde erreur : l’expérience prouve, par une 
méthode optique, le fait déjà connu par des expériences méca¬ 
niques — le gyroscope et le pendule de Foucault — que la rotation 
ne présente pas les mêmes caractères qu’une translation uniforme 
( n ü o), que les phénomènes ne sont pas les mêmes dans un système 
accéléré et. dans un système en translation uniforme ( 1 ). 

Voici la théorie de l’expérience de Sagnac (*-). 

Le disque employé avait un diamètre de 5 o ,:m ; la vitesse de 
rotation était de i à 2 tours par seconde. Dans ces conditions, il 
est absolument inutile de tenir compte de la contraction de Lorenlz 
et de la dilatation du temps; tous les elfets du second ordre sont 
négligeables. 


( l ) Nous verrons cependant en relalivile généralisée que les lois des phéno¬ 
mènes sont les mêmes dans tous les systèmes de référence, mais à condition 
d’introduire dans chaque système un champ de force particulier. Ce champ de 
force est nul dans le cas de la translation uniforme, et c’est précisément l’absence 
de force d’inertie qui caractérise la translation uniforme. 

(ï) D’après Max von Laue, Die Relatwitàtsthéorie , 1919, p. a/j et p. 12S. 
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Considérons la figure CL-dessous .* les quatre droites représentent 
le trajet de celui des rayons qui chemine dans le sens de la rotaUon 

Kig. i3. 

m 2 



(sens supposé direct) du disque. P< et P 2 sont les positions de la 
lame au départ et au retour du rayon considéré. 

La première question qui se pose est de savoir si, lorsque le 
disque tourne, le rayon issu du point P< d'intersection de la lame 
et de la circonférence du disque revient au même point de la lame, 
en P 2 , après réflexion sur les miroirs. 11 en est évidemment ainsi 
si F angle d’incidence et l’angle de réllexion sur chacun des miroirs 
sont égaux malgré le mouvement de ceux-ci. Considérons l’un dos 
miroirs; dans le système de ce miroir, il y a égalité entre l'angle 
d’incidence et l’angle de réflexion; voyons s’il en est de mémo 
dans le système de l’observateur. Les angles du rayon avec le 
miroir sont les angles formés par le rayon et la vitesse relative, 
puisque le miroir étant tangent au disque, la vitesse du point de 
contact est parallèle au plan du miroir; la formule de l'aber¬ 
ration (16-7) 


cos O 


CO S O 


cos<p 


prouve que lorsque deux angles avec la vitesse relative sont égaux 
dans le premier système, ils sont égaux dans le second système. 
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Par suite les angles d'incidence et de réflexion sont ci;mi\ dans le 
système de l'observatonr; Ions les angles cp marqués mi r la ligure 
sont donc égaux, le relour du ra\on issu de P) sur la citron- 
férence du disque, a bien lieu en Ib, lou jours su r Sa circonférence, 
et ce rayon lait avec la lame le même angle au dépari et au 
retour. 

Soit / + le temps que met pour aller de Ib à Ib le rayon qui 
tourne dans le sens direct dos rolalions; appelons 0 banale au 
centre qui sous-lend chaque corde joignant les poinls de réflexion 
sur deux miroirs consécutifs. On a, r désignant le rayon < 1 11 
■disque, 

S /■ . 0 

t ). = Mil — J 

c ■„>. 

•carie rayon parcourt quatre cordes de longueur :>.r sin 
Lorsque le disque esl immobile, on a 


■quand il esl en rotalion, 40 est accru de w 

f\ 0 = 1 TC H- eu / j-. 


Eliminant 0 entre celle relation et la précédente, on oblienl 

f 0 / _ |_ 


8r . 

/_ h = — sm 
c 


TC 


De même, pour le rayon cheminant en sens imerse de la relation 
•du disque, on trouverail : 


8 /* 


sm 


co/.A " 

n -) 

,Ji / 


La différence de ces deux temps est 



I ()/’ 

f r / m fi/V 1 


co . A 

f ~ z 

= -eos 

r 

i 

-M 

+ 

sin 

7iî (/h+ ' 


Jusqu’ici le calcul est rigoureux, élant bien entendu que les coitoo 
lions de relativité sont absolument négligeables. Nous pouvons 
faire maintenant les approximations suivantes : la vilesse de rota¬ 
lion élant pelite, nous négligeons les lcrmes du second ordre en o>, 

<00/ devant tc, nous posons le eos égal à cos - = nous ér.ri- 

4 y 
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tto 

vons enfin 

(d ('/+-+- t—) = 2 (of 0 , 


t 0 étant le temps de parcours quand le disque ne 
c’est-à-dire 


*S /• . ~ 

— si 11 — • 

C 4 


tourne pas, 


Négligeant to 2 /: devant i, nous posons sin — t. {) = — 1 0 cl nous 

J o 8 

trouvons, comme formule approchée, 

* 8 r,) /* 2 4 M S 


S étant la surface du carré. 11 suffit de diviser par la période y 

de la lumière pour obtenir le rapport du déplacement des franges 
à leur largeur, savoir 

coi 4 W S 


en accord avec les mesures de Saanac. 

O 
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33. Transformation des équations de Maxwell 
pour l'espace vide (*). 


Soient X, V, Z les composantes du vecteur force électrique (en 
imités électrostatiques), L, M, N les composantes du vecteur force 
magnétique (en unités électromagnétiques) au point d espace, x,y, z 
et à l’époque t du système S en transialion uniforme. Les équa- 
lions (1e Maxwell, pour l’espace vide de matière, 1 observateur 
étant au repos dans le système de référence, s’écrivent : 


0-H) 


i OX 


ON 

oM 

1 <)L 

OY 

OZ 


c Ot 

. . 

<b' 

<)z 7 

~C 'Ot 

Oz 


sy 

1 ü\ 


HL 

ON 

i OM 

07, 

OX 


c Ot 

-«-M 

Oz 

“ Ot 7 

c Ot 

~~ 0;r 

' ÔZ 7 

— f 

[ rJZ 


'(M 

t)L 

1 ON 

oX 

OY 


1 « 


Ox 

” °y 

€ Ot 

~ t] y 

' Ot * 


que 

le 

même champ 

soit 

observé dans 

iin se 

translat 

ion 

uniforme, 

animé d’une 

vitesse e par 


y 


y 


port au premier système S. Pour passer aux coordonnées y , 
r, ! t! du système S ; nous devons effectuer les transformations 
d’espace et de temps données par les formules de Lorentz; conser¬ 
vant la disposition d’axes précédemment adoptée, nous obtenons 


(ij A. Einstein, Ann. d. Physik , t. 17 , 1905. 

liKCÜüERHL , 
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S 2 

les équations : 

I ^ 

c ùï 

() ll Y--N 

I a \ c 


à - ( N - - Y 


,) 1 ( .M h- i Z 

V V 6* 


N 


()-(Zn--M) d-(M + - Z 

1 a \ C / ___ a y c 

7 J/' ~~ dx' 


2 - 8 ) 


r (JL 
c dt' 


a \ c 


é- (z h- - m 

7 . \ C 


I y - v 

c 

<?- (n 

i a \ 


«'J - ( M H— Z ) d - (Z H— M 


J- (Y-• 

7 . \ C 


Le principe de relativité exige que, pour un observateur au repos 
dans le système S', les équations de Maxwell soient encore véri¬ 
fiées, c’est-à-dire qu’on ail, dans le système S', les équations 
(i-8) avec des lettres accentuées : 


(3-8) 


i cLV 

dX’ 

<m f 

1 d 1/ 

d\" 

d /: 

c ~dt r 

~ >>y 

<)z ’ 

e t)t T 

~~ o7 

oy 1 

1 d\ r 

à U 

dX' 

•1 ÔM' 

ù/j 

d\' 

c di' 

“ ùz' 

dx' ’ 

c d/' 

dx' 


1 ÙV 

_ e)M' 

à\J 

ï dr 

_ dX' 

0\\ 

c dt‘ 

dx' 

d / 3 

c dt' 

~ ~ d y 

_ —, 


X', \ ; , 7 J désignait ^composantes du champ électrique, 1/, iVÏ\ ÎV 
les composantes' du--e- f t-a- nq » magnétique dans le système S'. Les 
équations (2-8) et ( 3 - 8 ) doivent être les mêmes, car chacun de 
ces deux systèmes d’équations est équivalent aux équations de 
Maxwell pour le système S. O11 a donc, '}(e) étant, une fonction 
qui ne peut dépendre que de la vitesse relative : 


X'=ù(p)X, L'=^(e;L 3 

Z'=+(«-)£ (z + £m), N'=d.(p)I^N- ). 


Z'=^(n)I(Z -H -RT 

TV c y 
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Si r on fait l'inversion de ccs équations de deux manières difï'é- 
renles : i° en les résolvant par rapport à X, A , Z, L, AI, N ; n" en 
permutant les lettres accentuées et non a ce en l nées ci changeant 
en même temps e en —e (puisque --c est la vitesse du système S' 
relativement au système S), on doit obtenir deux systèmes iden¬ 
tiques. On trome ainsi 

é( r) '^(— c ) = i. 


La symétrie (') exigeant qu’on ait. aussi 

^(e) = <’h 

'V ( r ) = i • 


on \ oit que 


Les formules de; transformation des \erteurs élrclrique et ma¬ 
gnétique sont clone, en déliniti\c, 


( {-«) 


X' = X 
Y' 


j 

i / 


- Y--N , 

a \ c 


M'= -(M + -/A 

y \ c ' 


Z 


( z -!>> -P)- 


Ainsi, les «'‘quations fondamentales du champ électromagné¬ 
tique (- ) gardent leur structure dans tons les systèmes (<?//. trans¬ 
lation, uniforme) à condition : i° d’efïecluer les transformations 
de coordonnées d'espace et de temps du groupe (h; Lorentz; 

d’cITeeluer 1 rs t ransformalions { v i~<S) pour le.s \ eelrurs électrique 
cl magnétique. 


34. La force électrodynamique et les phénomènes 

d'induction. 


Le résultat exprimé par 1 rs formules ( 4-8 ) est du plus liant 


(') Supposons par exemple que dans le système S la composante N soit, seule 
différente de zéro; il est clair que, par changement de signe de v sans change¬ 
ment de valeur numérique, Y' doit aussi changer de signe sans changer de valeur 
numérique. 

(-) Nous verrons en relativité généralisée que les équations de Maxwell sont 
une forme dégénérée d’une forme tcnsoricllc valable dans un système quel¬ 
conque. 
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intérêt; il montre qu'un champ électrique et un champ magnétique 
n'ont pas d'existence absolue ; leurs intensités respectives sont 
relatives au système de référence dans lequel on les observe. 

Supposons par exemple que dans le système S il ne replie qu un 
champ magnétique, que le champ électrique y soit nul : 

X = Y = Z = o ; 

dans le système S ; il existe, non seulement un champ magnétique 


r I 

* «1 * TV’ f A 


l'=l, rs r = - rs 7 

a a 


mais aussi un champ électrique 


X' = o, 


i - N. 

a c 


Z'= - - M 

a c 


Le champ, qui pour le système S est un pur champ magnétique, 
est un champ mixte pour le système Sh 


Loi de Biol el Saeart . — Le résultat qui précède nous fail\oir 
la loi fondamentale de l'électromagnétisme sous un aspect nouveau. 
Supposons une charge ponctuelle qui, mesurée dans le système S, 
soit égale à l'unité, c’est-à-dire une charge qui, immobile dans S, 
exerce sur une charge égaie distante de i cin une force égale à 
i dyne. D’après le principe de relativité, celle charge électrique 
est aussi égale à 1 si on la mesure dans le système S ; (l’invariance 
de la charge sera démontrée plus loin n° 38 ’). 

**V“ 

Si cette charge est immobile dans S, le \ecteur h (X, 'i , Z) est, 
par définition, égal à la force qui s’exerce sur elle. Si la charge est 
immobile dans S' (du moins à l’instant considéré), la force qui 

-i 

agit sur elle, mesurée dans le système S', est égaie au vecteur h ! 

(X', Y', z;>. 

On disait autrefois, si une charge e est déplacée avec une vi- 

->- v —> 

tesse c dans un. champ électromagnétique /q II, deux forces 

* , —y 

mécaniques s’exercent sur elle : i° la force eh; 2° la force éleclro- 
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dynamique égale au produit vectoriel 


i 

c 


II 


0 ). 




Nous devons dire, avec Einstein : si une charge e est déplacée 
dans un champ électromagnétique, la force mécanique 1 agissant 
sur elle dans son système est égale au produit de e par la force 
électrique qui règne dans son système, c’est-à-dire est égale au 
produit de e par la force électrique présente au point où elle se 
trouve, obtenue par transformation du champ pour un système de 
référence immobile par rapport à la charge. 

Supposons, pour simplifier, le champ magnétique H (système S) 
parallèle à Oy, et la charge animée d’une vitesse c parallèlement 
à O.r. D’après la troisième des équations ( 4 -<S), il s’exerce sur 
elle, dans un système S', une force mécanique parallèle à O z 1 : 


F' 


i ev 
a c 


Nous verrons bientôt (n° 40 ) que, dans le système S de l’ob¬ 
servateur, cette force a pour valeur F = a F' ; on a donc 


F = a F' 

Ainsi, la formule ancienne 


ce IL 


F 


ev, Il 


(produit vectoriel) 


csL rigoureuse, car a ne s’introduit pas pour les mesures faites 
dans le système S de l’observateur. 

Nous voyons aussi disparaître une dissymétrie qui, dans l’an¬ 
cienne conception, ne correspondait pas à la réalité des phéno¬ 
mènes observés : il s’agit de l’action réciproque entre un aimant 
et un conducteur. L’expérience prouve que, pour un meme mou¬ 
vement relatif de l’aimant et du conducteur, le courant d’induc- 
lion qui prend naissance est le môme. Or, si l’aimant est mobile 


(!) La force électrodynamique, normale à la vitesse et au vecteur magnétique, 
présente les caractèi*es d’une force d’inertie et non d’une force appliquée. 
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cl le circuit fixe, la théorie prévoyait la production d’un champ 
électrique, par variation du champ magnétique, d’où production 
d'un courant dans le circuit ; mais si l’aimant est fixe et le conduc¬ 
teur mobile, il n’y a pas production de champ électrique dans le 
voisinage de l’aimant, et cependant le courant d’induction se 
manifeste comme dans le cas précédent. D’après la théorie 
d’Einstein il est bien évident qu'il n’y a aucune dissymétrie entre 
le cas de l'aimant mobile avec circuit fixe et le cas du circuit 
mobile avec aimant fixe, car, dans un cas comme dans l'autre, il 
se produit dans le système de référence lié au conducteur le 
même champ électrique. 


✓ 

Loi de P induction. — Soit, dans le système S de l'observa¬ 
teur, un champ magnétique M parallèle à O y. Nous avons, dans 
ce système, 

X = Y = Z = o, L == N = o, M =2= o. 

Dans un système S' animé, par rapport à S, d'une vitesse e 
parallèle à Ox. règne, d'après (4-8), le champ électromagné¬ 
tique 

X'=Y'=o. L'=M'=o, M'=ij\]. 

occ a 


Supposons une tige conductrice de longueur /, orientée paral¬ 
lèlement à Os, et. animée delà vitesse v\ cette tige est soumise, 
dans le système S' par rapport auquel elle est immobile, au champ 
électrique TJ. Alors une modification va se produire : les électrons 
présents dans la tige, soumis à l'action du champ Z', vont s accu¬ 
muler à une extrémité jusqu'à ce qu’il en résulte un champ élec¬ 
trostatique — TJ faisant équilibre à 7 J. Le champ électrique 
s annule donc dans la tige de sorte qu’après cette modification on 
a dans la tige 

X' = Y f = Z' = o. 


Pour l’observateur du système S, le champ dans la tige n'est 
pas nul, on le calcule aisément en prenant les formules de 
transformations inverses de (4-8), c’est-à-dire en permutant dans 
(4-8) les lettres accentuées et non accentuées et remplaçant o par 
— c). Faisant X' =\ r —TJ =o dans ces formules inverses, 
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*7 


on a 


X = Y 


o. 


Z 


i r 
a c 


M\ L=N = o, 


d’où 


Z = 





La différence de potenlicl entre les extrémités de la lige (en 
uni lés éieelro magnétiques) est, pour l'observateur, 

Z /r = — vl I\î, 

r/ M est le (lux coupé parla tige dans l’unité de temps. C’est la 
loi bien connue de l’induction. 


35. Retour sur l’effet Doppler et sur l’aberration 
de la lumière (Théorie d’Einstein) ( 1 ). 


Dans un système de référence S, supposons une source d’ondes 
électromagnétiques suffisamment éloignée pour que les ondes 
-puissent être considérées comme planes et représentées par les 


éq nations 


( ')-« ) 


\ — X () si ii f ï>, 
Y = Y„ si ml», 
Z = Z„ sin<ï>, 


L = | J() si n <ï>, 
iM ~ M 0 si m ‘ï>. 
X — iN„ sin <t> ; 


<ï> — 0) 


et i .ï' — f— (t »> y -f- ci n -Z 
c 


7 


(X 0 , Y 0 , Z () ), ( L () , M 0 , N () ) sont les vecteurs qui déterminent 
l’amplitude du train d'ondes; <7 2 , a :t sonL les cosinus directeurs 
de la normale aux ondes. Nous allons chercher quel est l'aspect de 
ecs ondes pour un observateur du système S / animé de la vitesse p 
par rapport à S (disposition d’axes habituelle). 

Par appliealion des formules ( 4 - 8 ) pour les transformations des 


(') Ann. d. P/iys/A\ l. 17, kjo5. 
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ecteurs électrique et magnétique, nous obtenons 

1 X' = X n si n ( I> f , L'= C) 


X 0 sin<P, 

Y'= - ( Y 0 — - N 0 ') sin<I>\ M'= \ (Vh- ; Z„ ) 


a 




( 6 - 8 ) 


Z'= ^ /z 0 -t- £iM 0 ) sin 


N'= i( No — ~ Y» 

a V c 


4.' = a.' f'+ 


sin ( l>', 


sin <I>', 
sin C I>'; 


Comme on a 

X=X 0 sin<I>, X'=X' 0 sincï>' 

et que 

X = X', x 0 =x' 0 , • 

on a nécessairement 

<t> = # r . 


Donc ( ï> est un invariant de la Iransformalion de Lorenlz.. 

Dans la théorie vectorielle ordinaire, lorsque la somme 

A 1 1j 1 -r- Ao I>2 4- A 3 ]>;j 

_ des trois composantes Aj, A.>, A ;l d’un vecteur par trois grandeurs 
B,, Bo, B ;î est un invariant pour toute transformation d’axes 
orthogonaux, B,, B 2 , B 3 sont les composantes d’un vecteur. Ce 
théorème s’étend aux vecteurs à quatre dimensions. 

Posons 

et = u. et >=—(u — — a» y — a^z), 

(3 

V, - 3 , U\i —i sont lés composantes d’un vecteur d’Univers qua- 
dridimensionnel (#, y, ^ composantes d’espace, u composante de 
temps); puisque <E> est un invariant, 

ioai o) et 2 to 

- - Z, -- 9 ~ 

C C C C 

sont aussi les composantes d’un quadrivecteur ; par conséquent 
.tua,, toa 3 , to se transforment comme j-, z, c’est-à-dire 

conformément aux formules de Lorentz. De même que 
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(»/ a f , 


où l’on lire 


ioa i -, w J : ^ a 2 = « a, ; (,/ a ' :i = w a 3 ; 


<0 = - O, • 


, 1 ! 
to = — t«> / 
a V 




«•> ~ 


1 ~ ai - 

c 


1 — 


1 — a 1 


Soient r f la période propre de la source (système S), T' la 
ériocle pour l'observateur du système S\ o l'angle de la vitesse r 
, du rayon lumineux dans le système S de la source, o l’angle de 
vitesse e et du rayon reçu par l’observateur; on a 


! / ; 
r,> := -- ; a j = cos z> ; a f = cos cp . 


i° La formule (7-8) exprime l’elfet Doppler. Elle s’écrit 


T'= Ta 


C cos cp 


[ identique à ( 1 d—7)] 


v = v - 1 

a V 


v cos CD 


élanl la fréquence propre de la source et '/ la fréquence 

iparente pour robservaleur. 

La formule (S-8) exprime l’aberration de la lumière : 


o~8) 


cos z> 


V COS CD 


[identique à (16-7)]. 
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3 ° Soient À et A' les amplitudes respectives de la force élec¬ 
trique (ou magnétique') dans le système S cl dans le système S', 
on obtient, par application de la transformation de Lorentz au vec¬ 
teur ÂÆi, Aa 2 , Aa 3 , A : 

CO ? z}j . 

Nous pouvons maintenant trouver facilemmil les formules qui 
expriment l’effet Doppler et l’aberration par réflexion sur un 
miroir en mouvement. 

Disposons dans le plan x ! = o un réflecteur intégral, sur lequel 
tombent des ondes planes, et proposons-nous de chercher la 
fréquence (effet Doppler ), l'orientation (aberration) et l’amplitude 
des ondes après réflexion. 

D’abord, dans le système S' du miroir, nous avons pour la 
lumière incidente les formules (q-8), (io-8), (i i-8). 

Pour la lumière réfléchie nous obtenons, dans le système S' où 
le miroir est immobile, 


(ii-8) 


A'== A - 

7 


(i •_>—8 j '/='/, cosep"— — coscp', A"— A'. 

Finalement, par retour au système S de l’observateur, c'est- 
à-dire en appliquant à partir de v”, ç/, A ,f (au lieu de v, cp, À) les 
formules (q-8), (io-8), (ii-8 ) en v changeant c en -p, et tenant 
compte de (12-8) nous obtenons pour les ondes réfléchies, dans ht 
système de l’observateur : 


( 1 3—8 ) 


ttt 

V 



c 


I —j— — COS CD 
C 1 



P 

I — 2 - CO S CD -h 

c 1 



I elf'ct, 
\Doj)j)Icr 


5 


fi 4-8) 


cos Cp'" 

i 



(aberration ), 


( 1 5-8) A" 


A" - ( 1 
7 


c 

- COSCp 


A 


7* 


P 

— 2 — cos c H 
c * 



Cette dernière formule seule exigeant que le miroir soil un 
réflecteur intégral. 

O 
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36. Pression de la lumière sur un réflecteur intégral 

( Linstkin ). 


A- 

On sait que — esi la <1 ensile de l'énergie Iu mi neuse des ondes 

y U! i 

incidentes, dans ](‘ système S; de même ~— est la densité de 

* ' 8 IC 

l’énergie des ondes réfléchies. 

L'énergie, mesurée dans le s\ stéme S, qui tombe sur Limité de 
surface du rélïecleur pendant Limité de I emps, est 


À ~ 


r »s o e ). 


L’énergie réfléchie par 1 ’unil.<‘ de surface pendant Limbe de 
temps est. 


A'"' J 

8 TT 


( - r (*os a/" • | ■ e ). 


La différence de ees deu\ expressions est, d'apres le principe de 
la conservation de l'énergie, égale au Ira n a i I Le produit dans 
l'unité de temps parla pression Ldi 1 la lumière. On obtient, après 
réduel ions, 


( i f)~8 ) 


A a i 

•>.- I eus 

St: 7 / 


id 


14 


m pivmioro ;i|)[>ro\im;ilmil, on rolromc I oxprcssion oonmir 


(ï 7-S ) 


A" 

’> -.- COS" r i, 

S 7 C 


Cette expression est d'ailleurs exacte en toute rigueur dans le 
ras iimile e . . o, rYsl-à-dire pour un réflecteur immobile par 
rapport à l'observateur. 

Si Ja réflexion a lieu sous l'incidence normale (o :: o) sur un 
miroir immobile, 

V ^ *x V 


8 z 7 


la pression est égale à la densité de l’énergie lumineuse ( ~ den 

\ <S TC 
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V 2 

sité de F énergie incidente --h densité 

n o TC 



La formule (16-8) montre que si 


restreinte. 


de rénergu 


relié 


p 

eos co = — ? 

‘ c 

la pression P est nulle. 

Or une force nulle se conserve, donc l >r ~~ o dans un au In* sys¬ 
tème, et ceci exige que pour les observateurs fixes par rapporl au 
miroir coscp / = o, ce qui est bien vérifié d’après (jo-Sj. 


37. Relativité de l’énergie rayonnante (Linstein). 


A 2 , 


— étant la densité de l’énergie dans le système S, le principe de 


8 - 


A ' 2 


relativité exige que soit la densité de l’énergie dans b* systèmcS'. 

^ S Tl 

J — serait le rapport des énergies d’un menu; rayonnement dans les 

systèmes S ; et S si les volumes contenant ce menu* ra\omiemrnl 
étaient égaux dans les deux systèmes; Ici n’est pas le cas. Les 
cosinus directeurs de la normale aux ondes dans le système S 
étant et 1 5 a*, aucune énergie ne traverse la surface de la 
sphère 


(18—8 ) 


(x — ccii if) 2 H- (y — ca*> t)~ -h (z — at- s / i 2 — lf 2 


qui se déplace avec la vitesse de la lumière suivant la direction do 
la normale aux ondes. On peut dire que l'intérieur do celle sphère 
contient toujours le même rayonnement. 11 s'agit de savoir quelle 
(‘st la quantité d’énergie comprise à l’intérieur do la même surface*, 
relativement au système S'. 

La surface sphérique (i8-<S) du système S est une surface* 
ellipsoïdale dans le système S'; son équation au lemps /' o 
est 


i , 1 <’ A 2 / , i c 

” x ct\ — x ) H- ( y — -- r o> — x 
« a c J V a “ o 


1 c 

- < 7 t - ,/• 

a ’ c 


K*. 


Soient V le volume de la sphère, V celui de l'ellipsoïde; un 




calcul facile montre que 


\’' __ a 

T v 

1-COS CD 

c 


Désignons par \V l’oiKii^ic, contenue à Tiulérieur de la siirfarc 
considérée, et mesurée dans ie système S, par YV' l'énergie mesurée 
dans le syslème S', nous obtenons 

V- . . 


(iQ-K) 


\\" Ht: 


\Y 


Xiy 

S Z. 


r 


f - - COS CD ) 

a v v. 1 / 


expression qui, pour cp == o, de\ icnl 


0>-s 


w 

~\v 



II (‘si remarquable que l'énergie el la fréquence, d’un ravonne- 
meul se l rausformenl .suivanl la menu 1 loi. 

Il doil résuller de la que la loi des (piaula 

ir : hv 

a une forme imarianle el que la eouslanle d'aelion //esl uni' runs- 
lanle u ni\ e rse lie. 


38. Transformation des équations de Maxwell-Loi'entz 
dans le cas d’un courant de convection. 


Soient dans le svsléme S, au poinl ,r, \\ z el au lemps p la 
densilé de charge nudl i pliée par.jT:, el tv r , ce v , iv r> les coin posantes 
de la \ il esse des charges en main emenl. la‘s (api al ions de INIaxw ell- 
Lorenlz soûl les suivantes ; 


f •» I S 



J,N 

jm 

i jl 

JY 

J/ 

J/ / 

Jr 

i 

t ) ... 

7 ()t 

J « 

Je’ 

eV v 

JL 

/A 

\ JM 

J/ 

J\ 

J/ J 

J «.< 

.... ^ , 

7* üt 

77 *' 

~ 77' 

Jl ' 

/AI 

JL 

i j,\ 

J\ 

JY 

J/ J 

tir 

<\[v 1 

7 ~f{ 

: 77 ' 

' 77 
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f <)X à Y JL 

p = div. h = -t -1—r~ -4 —t * 

1 ax a y <'~- 

Si Pon applique à ces équations les formules de Iranslormaliou 
de Lorentz, en ce qui concerne les coordonnées d’espace cl de 
temps, et les formules de transformation (/HS) pour les vecteurs 

_ ''—>■ 

électrique h (X, Y, Z) et magnétique II { L, M, i\ ), on l rou\ e des 
é([ualions exactement de même forme que les précédentes : 


àX \ 

<)N f 

dM' 


i <) 1/ 

<)\' J/L 

<)t' / 

1 

11 

" 17' 


c W . 

<)z' ““ J?’ 


-H 

. 3 

d\' 

ti Y’ 

J/L 


r _ 

d i v. h ' = 





i 


<).r' ~ f ’ 

dy 

<)z' 



avec les conditions suivantes : 
(•i-J-8) 


et 



Les formules (:>. 3 - 8 ) exprimc.nl la loi de composition des \ liesses, 
le système S étant, animé de la vilesse, (•—-et par rapport au s'ss- 

tome S ; . 

Invariance de la charge, — La formule ^a doil retenir 
1 attention; elle donne un résultat d une extrême importance. 

Soit e la charge de l’élément de \olume d'espace dx dy dz ; 
on a 

n _ L\ne * ,_ .j 7c c' 

l ° dx dy dz J k ° ~ Tïxld/Tlz' ’ 

par suite, l’équation (a4-8) s’écrit 

e> _ i_ / _ u’. r c \ r 

dx' dy' dz' ~~~ a 1/ “ / 7L7dy7(z ’ 

mais 

. i A vx\ dt' i 


(ï\; 




W x Ç 


U’Y 


atr 




C~ 




v av r 

r"- 
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On a donc 


e r dx dy dz dt = e dx' dy’ dz' dt\ 


c )5 


•et puisque l’élément d’hyperv oluine est un in\ aria ni (n° 23 ), 
(a5-8) e = e'. 

La charge d'un.corps mesurée dans un système quelconque 
a toujours la hiênie valeur; ce qui revient à dire que F observa¬ 
teur lui trouve la même valeur à Fêlai de repos ou à Félat de mou¬ 
vement. La charge électrique est un invariant. 


39. Application. Champ électromagnétique (Tune charge 
en mouvement. Formule de Laplace. 


Une charge e produit, dans un système S par rapport auquel elle 
est immobile, un pur champ électrostatique. Dans le système S' 
de l’observaleur, qui est animé de la \ilesse (—e) relativemenl à 
la charge, le champ est mixte; il existe un champ électrique et 
un champ magnétique. 

En un point que nous pouvons prendre dans le plan des xy cl 
que nous définissons dans le système S de la charge par sa dis¬ 
tance r à la charge et par l’angle o de la vitesse v et du champ 
électrique, on a, pour les composantes du champ, 


( 26 - 8 ) 


X 


e coscp 
TTi 


I, 


Y 

M 


e s m 




IN 


o. 



Il s’agit de passer au système S' de l’observateur; nous devons 
transformer la force électrique et les coordonnées de position. 
L’application des formules (4-8) donne, la \ilcsse du système S' 
par rapport au système S étant (—c), 


(27-8) 

(28-8) 


X' = X 


y / 1 y 1 e SU1 9 

y. a r 2 


7 J 


o. 


V 


M' 


o. 


N' 


1 p 

_ _ y 

y. c 


I P <3 SI 11 co 

a c 




Dans le système de l’observateur, les longueurs parallèles à O.r' 
subissent la contraction de Lorentz relativement aux longueurs 

O 
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mesurées dans le système de la charge, on a par suite 


ou 


(29-S; 


tan or©' 

O i 


- tan "o 
a & 1 


sin co 


cos o 


y. sin cp' 



On a d’autre part, les longueurs normales à Ox n’étant pas 
modifiées, 

(3o--8) r sin © = r* sin ©' ; 

d’où l’on tire 

/ r 2 \ 

( 1 — 72 

/•2= --- L. 

I_ c" 


J1 en résulte pour le champ électrique, dans le système de l’obser- 
\ateur, les formules 


( 3 1-8) 



e 


r'2 


cos cd' 

k 




sin 


r- 

c 2 


SI 11 2 CO 



c- . , 

—r sm-co 
c- ‘ 


~ ■) 
:{ 

•>’ 


et la charge en mouvement produit un champ magnétique paral¬ 
lèle à O z' : 

e s 




1 ce si ne? 


n- 


c r'* 


c- . 

— sm 2 co' 


On voit aisément, d’après ces formules, que si la charge élail 
animée de la vitesse de la lumière, le champ électromagnétique 1 
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serait concentré dans le plan écpiatorial, normal à Sa direct ion de 
propagation. 

Dans le cas des faibles \ ilesses, J a formule S ) se réduit à la 

formule bien connue 


II 


c /■- 


ou, pour un ('dément de courant i.cll, ^ 


/C «n^z 




fr Ta/i dl sin a ... , , r i 

Il = M --— L ( lormulc de Laplace 


BEC‘J U ER KL 


7 


CHAPITRE IX. 

DYNAMIQUE DE LA RELATIVITÉ. 


40. La masse est fonction de la vitesse. 


Supposons que, dans un système S, un point matériel soil en 
mouvement avec la vitesse e à l'instant t . 

introduisons un second système S' se momant par rapport au 
premier avec la vitesse c; à l'instant considéré, le mobile a une 
vitesse nulle dans ce système S'. Pendant le temps infiniment 
court qui suit, nous pouvons, clans le système S', appliquer Les 
équations de la dynamique classique, puisque le mobile part du 
repos dans ce système et que les équations classiques sont'exact es 
à la limite. 


Soient y\ t r les coordonnées d’espace et de temps du 
mobile dans le système S', m {) sa masse initiale ou masse au 
repos , c'est-à-dire sa masse pour des obser\atours par rapport 
auxquels-il est au repos à l’instant considéré. Désignons par F' r . 
F ; v , Fl les composantes, mesurées par un observateur du sys¬ 
tème S', de la force qu’il subit. Mous aurons 


0-9) 


ni 


d-x' 

"IF* 


F', • 

A X J 


M t 


d~y 

dt'* 


y 1 ,• 

j j , 


m 


d* z 

0 717 ~ 


Pour obtenir les équations de la dynamique pour les obsena- 
Jeurs du système S, il suffit de savoir comment, se transforment 


d~x r d*y' 

7 / 7 *’ Ut 7 * 


a 2 

, -> . rv 

dt’* 3 1 * r: 



Fl, en fonction des mesures laites dans 


le système S. 

En ce qui concerne l'accélération, les équations de Forent/ 
nous donnent la réponse; on a, en adoptant la disposition d'axes 
précédemment considérée, 


(2-9) — vt), y' = y, 




t' 


vx 
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On de du il de là 

dx 

c 


99 


dx' 

~dV 


dx 

dt 


i 


v dx 
c- dt 


d 1 x r d 


/ dr_ 
( ~dï 


d^x 


dx ' 


dt'- dt \ c dx J i 

\ 1 r 1 dt J ce ^ c ' 1 dt 


dn 


(’ dx 
c 1 dt 


niais 


dx 

dt 


r, puisque le mobile pari du repos dans S f et de la 


dx 


\ ilesse initiale e dans S; remplaçant -jj pa r e au dénominateur d< 

/ 

la dernière expression, el par conséquent ( 1 - 
vient 

d 1 x' i d : 1 x 


i’ dx 

, dt , [>*■• *s • 


(3-9) 


dt ' 2 a 3 dt~ 


cl j>ar un calcul analogue, on iromcrail 


(-Ha) 


d*ÿ ___ i d~y 
dt '' 1 a- dt ' 1 


d 2 z' 
dt 1 ' 1 


f d 1 z 
U dt 1 


Il s’agit maintenant d’obtenir la transformation des composantes 
de la force. A cet effet, nous, considérerons b; cas particulier de 
la force électrique pour laquelle la transformation est donnée par 
les formules ( 4~d). Supposons donc que, dans le système S, 
règne un champ électrique \, ^ , Z ( sans champ magnétique ), cl 
(pic la particule considérée possède mie charge c ; pour les obser¬ 
vateurs de ce système, la force qui s’exerce sur la particule est 

F. r =c\, F r = <? Y, F- = c Z. 


Appliquant les équations de transformation, en y faisant 
L — |\1 = N = o, remarquant que la charge e est un invariant, on 
voit que, pour les observateurs du système S', il s’exerce sur la 
particule une force 


(5-9) 


F r ’ — F . 

1 X - 1 xi 


17/ 




y. 


En substituant dans (i-g) d’une part les valeurs (3-p) cl (/[-()) 
des composantes de l'accélération, d’autre part les valeurs (o-qr) des 
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composantes de la force, il vient 


( 6 - 9 ) 


d-x I? m 0 d* y f _, . m {) d~z 

H Ht* = bxl H Ht* ; HT Ht* 


Bien qu’établies dans un cas particulier, celui de la force élec¬ 
trique, ces équations s'appliquent à une force quelconque : 
supposons, en effet, qu’une force mécanique, telle que la tension 
d’un ressort, fasse équilibre à Faction exercée par un champ élec¬ 
trique sur un corps électrisé ; ce sera un fait absolument indépen¬ 
dant de tout observateur, un fait sur lequel tous les observateurs 
de tous les systèmes devront se trouver d’accord, ü est donc 
nécessaire que, dans le passage d’un système S à un système S', 
les composantes de la force mécanique se transforment suivant la 
même loi que la force électrique (équations 5 -q). 

Les équations fondamentales de la dynamique nouvelle ( ()-q ) 
montrent que, si l’on définit la masse comme coefficient d'inertie, 
c’est-à-dire comme coefficient de proportionnalité de la force à 
l’accélération (masse newtonienne), non seulement la masse 
mesurée dépend de la vitesse relative du corps par rapporta 
l'observateur, mais il faut envisager deux masses : 


i° Fa niasse longitudinale nii = pour la 
l'accélération dans la direction de la vitesse ; 


composante de 


^a masse transversale m T 


nH 

a 


41. Le vecteur impulsion et la massé maupertuisienne. 


Bien qu’avec la disposition cl’axes que nous avons considérée, 

■i d y d -3 • 

les composantes de la vitesse v suivant les axes O x et O y 

soient nulles, complétons l’expression de la vitesse en écrivant 


('* 


d t \ 5 
dt J 



dz\\ 

dt J 


Nous remarquons alors que les équations tic la dynamique 
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(«S 


i o i 


(6-9) peuvent s’écrire 


f 7-9) 


d_/mo dx\ _____ p i <ly_\ __ p . d_ tin* d£\ ___ , 

dt \ a dt ) ‘ r ’ dt \ y. dt J * dt \ a dt J 


Nous avons, 


en effet, en posant [3 =1= 


V 


— y 

C 


i d f m o dx\ d 
dt \ a dt ) dt 

1 ïL ( ai± iL\ — iL 

( j) \ dt\ y. dt J dt 

d f /n 0 dz \ d 
dt V y. dt ) dt 



ni 0 


dx \ 


m 0 

d- x 

__ 

m {) 3 

d'i 

1 

/ 

1 — 

0 ■> 

dt J 

/ 

1 — 

ITT dt 1 

i 

( 1 

- p 2 ) 2 

dt 


m {) 


£ b'\ 



d 1 y 




7 

1 — 

7 

dt J 

/“ 

\' 

1 — 

■ÏÏ2 dt 1 

r 

(i 

7 > 

— )- 

dt 


m {) 


dz \ 



d - r. 

-"H ~ 


d[i 

7 

1 — 

7 

dt J 

= 7 

1 — 

77 dt 1 
\ J 

u 

0 *2 ’{•> 
— v ) 

7(t 




c 


à l’instant t considéré, d’une part, 


el, d’autre part, 


dx 

dt 




dit d 2 x 

c — — 


d y __ dz 
dt dt 


nous avons donc, d’une part, 


d / m 0 dx 

dt \ / } - pa 17 


m {) 


\/1 

»h\ 




Q<1 


d î X 


P 2 1 


:ï 



d-x 

~di1 


d’autre part, 




(<-?*)* 

m {) d 2 X' 
__ — ; 


dt 2 


iL 

dt 

d_ 

dt 


m 0 

dy\ 

__ m () 

d 2 y 

m 0 

d 2 y 

/i — P 2 

dt ) 

îi 

fri 

_ 

1 

! 

i • 

y. 

dt 1 

m 0 

d;\ 

1 

0 

d' 1 z 

Mo 

d 2 z 

y/l — ^2 

dt J 

v/i — 

pT dt- 

Ci 

dt 2 


cc, qui démontre l’identité des équations (6-9) et (7-9)* 

Sous la forme (7-9) absolument symétrique par rapport aux 
coordonnées, les équations sont indépendantes de Vorienta¬ 
tion des axes , c’est-à-dire qu’elles sont valables quelle que soi! 
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J’orienlatioiT des axes par rapport à la vitesse; en un mot, elles 
sont absolument générales. 

O 

F x dt, Fj dt, F z dt sonl les eomposanles de la quantité de mou- 

'—y. 

vement ou impulsion dG communiquée par la force. On peul 
écrire 


<«> "( 7 *)=^ ■>(*%) 


d G 


/ ni {) dz 

( \ T dl 


dG 


ou, en 
repos, 

(10-9) 


intégrant el prenant la quanti lé 


Il 

G 

si 

, 1 
K 

= G 

a 



de mouxemenl nulle au 


Si l'on définit la masse, comme coefficient de proportionna¬ 
lité de Vimpulsion à la vitesse (masse n 1 aupertuisien ne ), il 
n'y a plus à envisager deux masses , il y a une masse uni</ue, 
capacité cVimpulsion , 


( r 1 ~ 9 J 


m <> 

ni = - •> 

a 


qui a meme \ aleur que le coeflîeienl d’inertie lrans\(‘rsal ou masse 
newtonienne 1 ransversale. 


42. L’inertie de l’énergie (*)• 


Multiplions les équations (7-9) respeetivemenl j>ar 

dy dz . , 

fpg ~ t et ajoutons ; nous obtenons 


d.r 

dt 


dx d ( ni {) dx \ 

' ~dt dt (^TZTp? ~dt ) 


/ 

dy d / m {) dy\ 

dt dt Gi— p* Îtî) 

dz 


dx p dy 

1 * dt^n 


-4- F- 
dt -dt 


d 


ne 


dt dt pa 


dz 

dl 


(') A. Einstein, Ann. d. Phys., i. 17, ipo.’i. — P. Lanukvin, Conférence ïi la 
Société de Physique, 26 mars igi3, publiée dans le Journal, de Physique. 
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Le premier membre s'écrit 


d 


/>? 




m { 


/ dx \ - 
\~dl) 


/ dx d - 


v /i __ «JS \ 


^V-+- 

) V dt 


dy d-y dz d- z \ 
dt dt 2 dt dt 2 / 


10 


ou, en remarquant que 

i 


rj •> 


..O (J •> "'() 

f-~ J- 


■ c* v /,_ tjï 


/ cèr \ 2 / \ - [ dz\- 

\ 777 ) V77/ ) H ” V5T 




/i — B 4 ^ 


S :l 


+• 


"'o c! - 

(I — P*)* 
/ W. 0 C 2 \ 

^ V/r-rv 

<:/ / //? 0 c- ^ 

^ V a 


( { pj■ (i —psji 
(3 rfp 


< 7 '; 

d' 


finalement, F équation (ia-9) prend la forme simple 


( 13 - 9 ) 


d_ 

dt 


m 0 c 2 


« 




(/?*c 2 ) = F 


.r 




„ dy 
_u p -f. 


H- F. 


i 77 


d\v 

dt 


d W étant le travail, de la force ou l’énergie fournie au point, maté¬ 
riel. Intégrant, on a 

( r 4~9) me 2 = W -t- coust. 


La variation de la masse est proportionnelle à la variation 
<P énergie. 

L’énergie cinétique acquise par le point matériel en passant, 
dans le système S, de Fétat de repos à la vitesse v est donc 


( , t')~ 9 ) (t?i— m 0 )c- 





:i c 2 
[ H- 

4 c 2 


N 

) 


formule qui donne, en première approximation, l’expression habi¬ 
tuelle de 1’ énergie cinétique ~ m Q v' 2 . 

Ainsi, il y a identité, au facteur c 2 près, entre la variation de la 
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masse corrélative d'un changera en l de vitesse <*t la \arialion de 
l’énergie cinétique d’un point matériel ou d'un corps. 

Nous allons montrer que celte relation, qui \ienl <i cire établie 
dans le cas particulier de l’énergie cinétique d’un mobile, doit être 
considérée comme générale et doit s’appliquer à loule énergie, 
quelle que soit sa forme. 

De plus, nous serons conduits à annuler la conslanle de 1 équa¬ 
tion (14~9) généralisée. 

i° Masse de Vénergie rayonnante . - - Considérons un tram 
d’ondes planes tombant normalement sur une surface mûre S. 
Soit dW l’énergie absorbée pendant le temps dt : exerçant pendant 
ce temps une pression/? égale à la densité p de l'énergie. Celle 
énergie d W, à l’origine du temps, était contenue dans le vo¬ 
lume S c dt : 

d\\ 

^ = ? = st -jr 

Elle a communiqué au corps absorbant une impulsion 

d G = K dt = n S dt —— • 

c 


L’énergie rayonnante dW possède donc: une quantité de mou¬ 
vement 

dXV 


06-9) 


• d G 


c 


et, puisque sa vitesse est c, on peut la considérer comme possé- 
i . . dW 

dant une masse maupcrluisienne —. On a donc, pour l'énergie 
rayonnante, 

/HC* = YV. 

C est la meme équation que dans le cas de l’energie cinétique 
d’un mobile (t4-ç)) avec une constante nulle, 

2° Un corps qui rayonne éprouve une perte de masse égale 

' i W , 

a La masse — de l énergie rayonnée W. • - Nous traiterons 

seulement le cas suivant : nous supposons cju’uue lame plane, 
normale à O#, rayonne par ses deux laces, a\cc la même inl.cn- 
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KO 


site, des ondes planes se propageant de part et d’au Ire normale¬ 
ment à son plan. 

Pour un observateur S lié à la source, celle-ci envoie de pari e( 
d'autre des quantités de mouvement électromagnétiques, égales et 
opposées; elle reste donc immobile. Soit W l’énergie loLale 
rayonnée par une surface déterminée pendant un temps déter¬ 
miné. 

Imaginons un second observateur S' animé d’une vitesse r par 
rapport à la source, parallèlement à Ox et dans le sens des .T 
croissants. Quel sera, pour S ; , l’aspect du phénomène? Pour cet 
observateur, le rayonnement précédemment considéré, dont 


W 

l'énergie est — de chaque coté de la lame pour le premier obser¬ 
vateur S, est transformé d'après la formule (19-8). 

Pour la partie qui se propage suivant la direction de la vitesse r 
(x' croissants), on a 





La quantité de mouvement de cette énergie W) est 

g; 


W.1 

c 


i I ^ / 

a c a V 


Pour la partie qui se propage suivant la direction des x décrois¬ 
sants, 011 a 

W' a 

- w 


H-I ? 

CL \ C 


i I W 


G 2 = - - ~ ( n- - 

K C 'A \ C 


Au total, la quantité de mouvement qui s’est propagée pour S' 
dans le sens des x ! croissants est 


i W 

G\ — G', = - -A-(-<>). 

a c z 


Or (—c) est la vitesse de la source pour l'observateur S'. 
D’après la conservation do la quantité de mouvement, G' — G) 
est la quantité de mouvement perdue par la source; comme la 
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vitesse r n’a pas changé, la variation de la quantité de mouvcinent 
de la source provient nécessairement d une variation de masse d 
cette source 


e 


\nt 


i \V 




pour l’observateur S 7 et, dans le système de la source 

W 

(i7-9) 75 

O 


précisément égale à la masse de l’énergie rayonnée. 

Ainsi un corps qui rayonne une énergie W perd une portion — 

de sa masse, et cette portion de masse se retrouve comme capacité 
d’impulsion de l’énergie rayonnée. Le principe de la conservai ion 
de la quantité de mouvement, sur lequel nous nous sommes 
appuyés dans la démonstration, entraîne la conservation de la 
masse. On peut dire encore que le résultat obtenu justifie que l’on 

considère — comme la masse de l’éner<rie rayonnante W, si l’on 

admet les principes de conservation de la quantité de mouvement 
et de la masse dans un même système. 

Inversement, une absorption d’énergie entraîne une variation 
proportionnelle delà masse d’un corps matériel. 

3 ° L' énergie potentielle totale d 1 an électron est égale à sa 
masse au repos , multipliée parc 2 (‘). —Supposons que l’électron 
au repos soit assimilable à une sphère de rayon a possédant une 
charge superficielle. On sait que l’énergie potentielle du champ 
électrostatique h est 



dV étant l’élément de volume, et l’intégration étant étendue à 
toull’espace extérieur àl’électron. On adonc, puisque h = A (loi 

(!) P. Langevin, Journal de Physique. Conférence à la Société de Physique, 
26 mars 1918. 
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<le Coalomb ), /*, G, z> élan! des coordonnées polaires. 


I o 


w 




cl • U * (I 

/• 0 o 


On sait, cToutre pai'î, que la masse au repos de I électron <esl 


ni 


■> i e~ 
> <;*- (t 


On a, par suite, 


ni c- ~ W 


i e- 
C> a 


Pour avoir Légalité entre me ' 2 et l'énergie totale, il faudrait une 

O P J 

éne rgic su pp 1 é ni en ta i r< * 

\V-> 


i e- 
6 (i 


Imaginons qu’une pression extérieure p s'exerce sur Léloolron : 
l’énergie potentielle W.> de celle action est égale au produit de p 

parle volume izct^ de réleelron : écrivons que l'énergie W 2 com¬ 
pense la différence enlre me ' 2 et \V , : 


\ _ 3 _ i r- m 

3 * ^ (> a ’ 


d ou 


P 


i u <( 


•>. ~ or 2 , 


en posant 


i Tra- 


/[ 7 za 2 est La surface de l’électron; donc a* es/ la densité de 
charge superficielle. D’après un résultat bien connu démontré 
en électrostatique, une pression p ayant, la valeur utkt 2 équilibre¬ 
rait la tension résultant de la répulsion mutuelle des éléments qui 
composent la charge e. 

Précisément, cette pression avait été imaginée par Henri Poin¬ 
caré qui, étendant a 1 électron les lois de l’électrostatique, avait, 
admis que le milieu extérieur devait exercer une action s’opposant 
à la dispersion de la charge. 

Il est remarquable de constater que la pression do Poincaré 
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fournit exactement le supplément d’énergie nécessaire pour que 
l'énergie potentielle totale ( W, —i— W' 2 ) de l’électron an repos 
(énergie cinétique nulle) soit égale au produit de la masse au 
repos de l'électron par le carré de la vitesse de la lumière. 

Ici encore, nous retrouvons l’équation (i |-()) avec une cons¬ 
tante nulle. 


Généralisation. 


Nous avons établi les résultats suivants : 


i° Toute variation d’énergie cinétique AW est accompagnée 

d’une variation de masse • 

c' x 

3 ° L’énergie rayonnante W a une masse — • 

3 ° Une source qui émet (ou absorbe) l’énergie W subit une 

\v 

diminution (ou une augmentation) de masse ~ • 

Nous avons fait le calcul dans le cas des ondes planes. Des cas 
plus compliqués conduisent au même résultat. 

4 ° L'énergie potentielle d’un électron immobile est égale à 
nt 0 c 2 , m a étant la masse au repos de l’éleclron. 

Ce résultat s’étend à toute la matière, formée d'électrons posi¬ 
tifs ( 1 ) et négatifs. 

3 ° Dans tous les cas où l’on peut calculer l'énergie totale 
(potentielle et cinétique) d’un système, on la trouve égale au 
produit de la masse du système par le carré de la vitesse de la 
lumière. 

On est donc conduit à généraliser l’équation (i 4-<0 (Î C on menu* 
temps, à annuler la constante de cette équation 

W = me 2 , 

et l’on peut énoncer les lois suivantes : 

Toute variation cVénergie (potentielle ou cinétique) (Pan 
système est accompagnée cPune variation de niasse égale au 
quotient de cette variation cV énergie par le carré de la ritesse 
de la lumière. 


O 11 cst vraisemblable que l’ion positif d'hydrogène ou iiomui atomique de 
l'hydrogène est l'électron positif. 
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Toute forme d'énergie possède de l inertie : lu masse de 

W 

T énergie W est — ( masse* îuaupertuisienne ou capacité d'impu I- 


sion ). 


Toute masse m représente une énergie totale me-. 


43. Quelques conséquences de Pinertie de Pénergie 

(P. Lange vin). 


i° Variation de la température . — Une masse* d’eau, par 
(exemple, égale à i s à la température de <>°, aura à ioo° une inertie 
plus grande. La différence s’obtient en divisant l'énergie 
kj. 10° ergs (100 calories) par c 2 9. i o-°. On trou\<* 
5 . îo -12 gr., aeeroissement d’ailleurs insensible. 

Malgré la petitesse de l’effet, cet exemple montre que lu notion 
de masse cesse de se confondre avec celle de quantité de 
matière. Deux masses d'eau égales, prises Pune à ioo°, l'autre 
à o°, ne contiennent pas la même quantité de matière, puisqu’elles 
cessent d'être égales quand on les ramène toutes deux à la meme, 
température. Deux quantités d’eau contenant le même nombre de 
molécules n'ont la. même masse que si elles sont prises à la menu*, 
température*. 

:î° Réactions chimiques. — La masse d’un composé n’est pas 
rigoureusement égale à la somme des masses des composants. 
Par exemple, lorsque .?> r d’hydrogène s'unissent à i(L d’oxygène, 
il se dégage 2,^37.10'- ergs; on n’obtient pas iR« d'eau, mais 
3,2. io~° milligr. en moins. 

3 ° Transformations radioactives. — Dans les transformations 
radioactives, l’énergie libérée est considérablement plus grande 
que 1 énergie mise en jeu dans les réactions chimiques. Par 
(exemple, la transformation complète d’un gramme def radium eu 
hélium et en radium-D libère i,i.io 17 ergs; il doit en résulter 
une perte de masse, égale à o niff , 12; ce 11’est d'ailleurs qu’une étape 
des transformations qui parlent de l’uraniiim pour aboutir à un 
plomb ; la masse globale de l’hélium et du plomb engendrés par 
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mie certaine . quantité d’uranium e.st certainement inlerieure de 
plus de à la niasse de cette quantité d'uranium. 


Si la niasse d'une même j)ortion de matière se conservait exac¬ 
tement au eours des transformations radioactives dont celte por¬ 
tion de matière peut être l’objet, d en résulterait d( i s relations 
simples cuire les masses atomiques des éléments successivement 
engendrés. Dans une transformation accompagnée seulement 
d'une émission [3, la masse atomique ne changerait pas, puisque 
[(‘nouvel atonie, pour rede\enir él( k elriquemenl neutre, doil récu¬ 
pérer un nombre d'électrons égal au nombre, d’électrons perdus. 
Dans le cas d’une émission a, Ja masse alomique diminuerait 
exactement de celle d’un atome d’iiélium : la différence entre la 
masse atomique de l’uranium et celle du radium dr\rail être 
exactement le triple de la masse atomique de l'hélium, puisqu’il 
A - a entre l'uranium et le radium Irois produits donnant des 
rayons a. 

L’énergie libérée étant inerte, il ne doit pas eu cire ainsi : les 
différences doi\enL être plus grandes et les écarts, proportionnels 
aux énergies perdues pendant la transformation, peuvent être 
notables ( { ). 

Langes in soit dans les écarts à la loi de IVout une confirmation 
de l’inertie de l'énergie, brouta émis l'hypothèse que* les atomes 
sont construits à partir d'un élément primordial, et (‘elle* idée est 
reprise aujourd’hui si l’on admet, comme eela est possible et 
même probable, que le noyau atomique de l’b \ drogène et héler- 
iron positif. Le nombre des électrons négatifs de l'atome neutre 
étant nécessairement égal au nombre des électrons positifs, la 
masse d’un atome neutre devrait être un multiple exact de celle 
de l'atome d'hydrogène, c'est-à-dire (pie les poids atomiques, 
calcules en prenant II i, de\ raient être des nombres entiers. 
Effectnement, les poids atomiques sont groupés autour de nombres 
entiers, mais il y a cependant des écarts : 


Di = G 1 = 9, Do 

<3 = i 5 ,87, 


1 o ,()(>. 


0 


i ,91. Az = i> ,90, 


FI = j8,90, 


(') Des mesures sulTtsammeiil prér.isrs’ u'oni 
‘•e résultat. 


pus rnron* été faitc> pour veritier 
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Langevin a proposé l'explication suîvaille : les écarts pro¬ 
viennent de ce que la formation des atomes à partir d'éléments 
primordiaux (par désintégration uadioactivc, ou par un processus 
inverse non encore observé, mais qui s'est néeessairemenl produit 
dans la formation des atomes lourds ) s’accompagne de \arialions 
d’énergie interne par émission ou absorption de rayonnement. 

Les écarts A m =r~ 4 ; AW sont tels que les énergies mises en jeu 

seraient du même ordre de grandeur que colles observées effecti- 
\ement au cours des transformations radioactives. 

11 faut remarquer toutefois que, dans certains ras, par exemple 
pour le rldore et le néon, le mélange d'isotopes avant les mêmes 
propriétés, mais des poids atomiques différents, est une autre 
cause d'écarts à la loi de Prout. 


44. La matière réservoir d’énergie. 


Soit m 0 la masse initiale ou masse au repos d'un corps. La 
constante de l’équation (14-9) étant nulle, lorsque le corps est 
animé de la vitesse v par rapport à un système S, son énergie 
totale pour les observateurs de ce système est 


(i8-<)) \Y — me' 1 


m. 


m {) c 


r- 



> c * 

— 7 

b r- 


Le second terme et les suivants, qui dépendent de la vitesse i\ 
représentent l’énergie cinétique relative au système S; celle 

énergie se réduit pratiquement au second-terme, — 7n 0 r~, pour les 

faibles vitesses. Mais si la vitesse croit, l’énergie cinétique aug¬ 
mente plus rapidement que le carré de la vitesse, et elle (‘mît 
indéfiniment quand la vitesse tend a ers la vitesse de la lumière; la 
vitesse de la lumière nous apparaît, une fois de plus, comme une 
vitesse limite qu’aucune matière 11e peut atteindre. 

Le premier terme m 0 c- est l’énergie intra-atomique ; c'est la 
somme des énergies cinétiques et potentielles des particules élec¬ 
trisées qui composent la matière. Cette énergie a une grandeur 
fantastique : un gramme de matière, quelle que soit sa nature, 
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correspond à la présence d'une énergie interne égale à y, io 20 ergs, 
énergie qui permettrait de soulever trente millions de tonnes au 
sommet de la Tour Eiffel. 

Presque toute P énergie interne appartient aux noyaux ato¬ 
miques, à ces mondes fermés, insensibles aux actions extérieures. 
Une très faible partie de l'énergie des noyaux est libérée sponta¬ 
nément dans les transformations radioactives ; une portion d énergie, 
considérablement plus petite encore, provenant des électrons qui 
gravitent autour des noyaux, est dégagée dans le rayonnement, 
ou mise enjeu dans les réactions chimiques. 


45. Le principe de la conservation de la niasse se confond 
avec le principe de la conservation de l’énergie. 


Dans un système isolé , les diverses parties échangent (h* 
l’énergie entre elles ; les masses individuelles ne se conservent, doue, 
pas : seule la masse de l'ensemble reste invariable. Le principe (h* 
la conservation de la masse n'est pas distinct du principe de la 
conservation de l'énergie. 

Si l’on prend, comme on le fait d’ailleurs souvent, la vitesse; de 
la lumière dans le vide comme unité naturelle et fondamentale, 
on peut dire : la masse d'un corps est égale à son énergie totale. 

Les masses individuelles 11c se conservant pas, l’individualité 
d’une portion de matière ne peut plus être caractérisée par sa 
masse : il faut la chercher dans le nombre des éléments primor¬ 
diaux dont elle est formée, car ce nombre reste seul invariable à 
travers tous les changements que subit la portion de malien; 
(P. Lange vin). 


46. «Quadrivecteurs d’espace-temps. 


Considérons un événement origine O et un poinl-événemeul ou 
point d’Univers M de coordonnées x, y, z, i; ces coordonnées 
délinissent un quadrivecteur OM. 

En géométrie ordinaire, les cosinus directeurs d’une droite OM 
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I « i 


joignant l’origine O à un point d'espace M à la distance s .son! - 


) v i 5 

i - cl 1 on a 
s s 


,r 2 y'* 

__ ,U — -H 


— 2 
.s"~ 


Dans la géométrie des événements, on a de même 


( i<) 9 ) 


.r 2 


y~ 

.V 2 


s 2 r 2 / 2 

À* 2 "T 2 ”" 


e 


-j •-> -, — ne son! plus des cosinus, ce sonl des corffidents d 
s s s s 1 7 

direction dans l'espacr-temps. 

Dans la représentai ion géométrique de M inkovv ski (n" 27 ), ou 
doit distinguer deux, nalures de. (piadrivecteurs : les \ ecleurs du 
temps cl les vecteurs d'espace. Le \ odeur ( )M est un Mirlnir de 
temps si M appartient au domaine antérieur ou au domaine posté- 
rieur ( s~ o ), c'est-à-dire si la droite ()M de la représentation 
géométrique coupe l'espace hyperbolique à doux nappes 

.r 2 -|~ e 2 i- ^—^2/':. •—-I 


<9 peut être prise* comme axe du temps, en d'autres termes encore 
si les événements O et M forment un couple dans le temps. Le 
vecteur ()M est un vecteur d'espace si le point d'Univers M est 
dans le domaine intermédiaire. (s~-d o). 

Plus généralement, un vecteur est un vccleu r de temps nu un 
vecteur d'espace suivant, qu'une direction parallèle (’eYsi-à-dirc 
ayant memes coefficients do direction) menée par le point-événr- 
ment origine O peut ou non servir d'axe du temps, ou encore 
suivant que les événements origine < 9 , extrémité du vecteur for¬ 
ment un couple dans le temps ou un roupie dans l'espace. 

En géométrie ordinaire, les vecteurs dont les composantes sont 
./*, y, X\, Tn z i sont orthogonaux si l’on a 

- -^1 \-yVl 9- JS Zi • : O. 


De même, nous dirons que les quadriveeleurs r, /; 
^15 /h ^ 1 j sont orthogonaux si la condition suivante est 
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eu cinématique ordinaire la vitesse est tangente à la trajectoire. 
On a d’ailleurs 



Quadrivecteur de l'accélération. — De la relation précédente 
(20-9), on tire 

<lx d-x dy d î y dz d-z c dt cd-t 

dz dz- dl dt- dz dz- dz dz- 3 

relation qui exprime, d'après (20-9), que les grandeurs 
. d l x d- y d-z cd-t 

I 2 ;|-Q ) —~1 —~ ) 7—- ! ~—- 


sont les composantes d’un nouveau Necleur, le vecteur de Vaccé¬ 
lération, orthogonal au vecteur de mouvement ou orthogonal 
à la ligne d'Univers. 

Le vecteur de momemenl étant un vecteur de temps, puisqu'il 
est langent à la ligne d’Univers, c’est-à-dire au temps propre, le 
\ccteur de l’accélération est nécessairement un > ccleur d’espace. 


Qiiadrivecieur force. — i'our transformer la force L. r , b r , L_ 
en un quadrivecteur de T espace-temps, multiplions ses compo¬ 
santes par — = Les équations fondamentales delà dynamique 
(7 - 9) s’écrivent 


O- 5 9) 




dv\ 

,>lo dï) =ZJ>h) ~d^ 




*= ,7 F r= <J) r, 


f I>*. 


La quatrième composante tl> ê du quadrivecteur (composante de 
temps) s’obtient par la condition que ce quadrivecteur soit dirigé 
suivant le quadrivecteur d’accélération 
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On doit remarquer que les équations (ao-q) 


cl- x 

JïU 


*.<■ 


cl-y 

JhJ 


<I\-, 


ni o 


d*z 

cl -' 1 


<K 


sont sous la forme newtonienne, avec une masse constante, la 
masse au repos du point matériel. Effectivement le point matériel 
esl au repos dans le système qui lui est lié, où le temps est v. 

Les composantes d’espace de la force de Alinkowski sont liées 
aux composantes de la force F. r , F v , F- par les relations 

( «7-9 ) Er = l - l'.r ; ^ P y î 'U. = V z- 


IJ impulsion cV Univers. — Multiplions par la constante m 0 les 
composantes du quadrivecteur de mmaemenl, nous obtenons les 
composantes de l’impulsion (l’Univers : 

, , d:r cl)- <1 z ecll. 

(ah-i) ) »î 0 -pz ’ m0 TF ’ • 1,1 () " ' 

m étant la masse — du point matériel dans le système .r, y, z, /, 

ces composantes s’écrivent, puisque clz — cuit, 

d.c dy dz 

m —r ? ni ~ j m -, > me. 
cil dt dl 

Les trois composantes d'espace de Vimpulsion d’Univers 
sont les trois composantes de la quantité de mouvement , ta 
composante de temps est Vénergie totale , divisée par c. 

Ce quadrivecteur englobe donc la quantité de momemenl et 
l’énergie. 


47. Unification des principes de conservation de la masse, 
de l’énergie et de la quantité de mouvement. Conserva¬ 
tion de l’impulsion d’Univers (*). 

Soit un système matériel isolé. En Mécanique on envisage trois 
pi'incipes : la conservation de la masse, la conservation clc l’énergie, 
la conservation de la quantité de mouvement. 


(’) D’après une Note de M. Langevin. 
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Nous avons déjà identifié le principe de la conservation de la 
masse et le principe de la conservation de l’énergie (il 0 45 ). 

La conservation de la quantité de mouvement et de l’énergie, 
qui s’écrivent 

X G. c = c.cjnst., v G,-= eoast., 2 G s = cimst., 2\V = const., 

se résument maintenant dans l’aflirmalion que la somme desqua- 
drivecteurs impulsions d'Univers, somme entendue au sens 
géométrique , reste constante dans an système matériel isolé. 

Il ne subsiste plus qu’un principe unique, la conservation de 
l’impulsion d’Univers. 

Ce principe a un sens absolu indépendant du système de réfé¬ 
rence, tandis que les composantes d’espace et de temps du vecteur 
d’Univers, c’est-à-dire la quantité de mouvement et l’énergie, ne 
restent constantes que dans un meme système et varient quand un 
passe d’un système à un autre. 

Seul l’ensemble des principes de la dynamique a un sens 
absolu. 

Loin de compliquer les lois de la Nature, le principe de relati- 
\ité, par sa puissance de simplification, conduit à une synthèse 
qui apparaîtra plus complète encore en relativité généralisée cl 
sur la beauté de laquelle il serait superflu d’insister. 




CHAPITRE X. — VÉRIIOCATIONS EXPÉRIMENTALES. ï 11> 

hypothèses ont été envisagées : l’hypothèse de Max Abraham, 
supposant lelectron sphérique et indéformable; l’hypothèse de 
Lorenlz, qui avait appliqué à l’électron la contraction imaginée 
pour expliquer l'expérience de Michelson; l’hypothèse de 
Bücherer et Langrvin basée sur une déformation à volume cons¬ 
tant. 

La formule de Lorenlz, tenant compte de la contraction des 
longueurs, était précisément relie qui est conforme au principe de 
relativité cl qui a été retrouvée par Einstein (' ). 

Kaufmann (1902-1908), puis Bücherer (1908-1909) ont entre¬ 
pris des expériences qui avaient pour objet de décider entre les 
trois formules proposées. Kaufmann a dévié les rayons (j, émis 
par un grain de fluorure de radium, simultanément dans deux 
directions perpendiculaires par un champ magnétique et un champ 
électrique; les mesures n’ont pas été assez précises pour trancher 
la question. Bücherer a disposé le champ magnétique elle champ 
électrique de manière que leurs actions se compensent; il a obtenu 
des résultats qui concordent avec la formule de Lorentz-Einsiein 
beaucoup mieux qu’avec les autres formules. 

Des mesures plus précises ont été faites par Ch.-Eug. Guye et. 
Lavanchy ( 2 ) sur les rayons cathodiques à grande vitesse. Si l’on 
observe la déviation, par un champ magnétique connu IJ, des 
rayons cathodiques produits sous une différence de potentiel <1 
connue, on obtient, d’après la théorie de la relativité, les deux 
relations suivantes : 


i° Le travail eflectué par le champ électrique sur la charge e 
est égal à l’accroissement d’énergie cinétique de l’électron 


e 0 = (ni — /a,) ) c- = m 0 c- 



2 0 R étant le rayon de courbure de la trajectoire dans le champ 


(') Il est à remarquer que la théorie donnée par Lorentz s'appliquait scuJr- 
ment à une masse d’orïgine électromagnétique. D’après la théorie d'Einstein, la 
même formule est nécessairement exacte pour toute masse, quelle que puisse être 
l’origine de l’inertie. 

( 2 Arch. des Sciences phys. et Jiat., Genève, l. iO, octobre 191S. 
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mais le résultat est le même : on trouve tou jours la série de Balmcr 
avec une fréquence unique pour chaque raie. 

Sommerfeld eut alors l’idée de remplacer la mécanique ordi¬ 
naire par la mécanique de la relati\ité ('), les vitesses prises par 
l’électron sur les diverses orbites stables étant déjà une fraction 
sensible de la vitesse de la lumière. 

Le résultat a été remarquable. La dynamique de la relativité 
donne , non seulement qualitativement , mais quantitative¬ 
ment , la structure exacte des raies de Vhydrogène. 

Dans le cas d’atomes plus complexes, formés d'anneaux d’élec¬ 
trons gravitant autour d'un noyau, le problème de l’émission par 
les anneaux extérieurs (émission lumineuse) de\ ient trop com¬ 
pliqué pour pouvoir être résolu; mais s'il s’agit des anneaux les 
plus voisins du noyau, la question est plus simple; on trouve les 
spectres des rayons X. et l’on explique la loi de Moseley. 

Sommerfeld a montré que la dynamique de la relativité conduit, 
pour les rayons X, à la même structui'e que pour les raies de 
l’hydrogène, mais avec des composantes d’autant plus séparées 
que le nombre atomique de l’élément (charge 1 du noyau, la charge 
de l’électron étant prise pour unité, ou rang dans la classification 
des éléments) est plus grand (parce que la \itesse des électrons 
voisins du noyau est d’autant plus grande que 1 la charge de celui-ci 
est plus considérable). Par exemple, les raies L a et L a > de l’ura¬ 
nium sont les équivalents du doubloL II a de l'hydrogène, mais avec 
un écart de fréquence cent millions do. fois plus grand. La théorie 
de Sommerfeld présente un accord excellent a\ ce l'expérience. 

L’explication de la structure des spectres par la dynamique 
nouvelle constitue une remarquable confirmation du principe de 
relativité. 11 est établi aujourd’hui que les problèmes relatifs aux 
mouvements intra-atomiques exigent l’emploi do la dynamique 
nouvelle pour donner des solutions en accord a\ec l’expérience. 


51. Retour sur. l'expérience de Michelson. Sa signification. 

On présente souvent l’expérience de Michelson comme l’unique 
base du principe de relatisité et beaucoup de .personnes objectent 


( l j Alombau und Spektrcillinien , 1921, p. 3 o 6 et sim ailles. 
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qu’il est scabreux de bâtir une pareille théorie sur une expérience 
donL le résultat a été négatif. 

Ü est essentiel de faire remarquer que ce n’est pas sur l’expé¬ 
rience de Michelson qu’il faut fonder la théorie de la relativité. 
Celte théorie est basée sur les formules de transformation de 
Lorentz, qui sont implicitement contenues dans les équations fon¬ 
damentales de Maxwell : c’est la nécessité de conserver leur 
structure aux équations de P électromagnétisme quand on 
change de système de référence qui est la base solide de toute 
la théorie . L’expérience de Michelson a joué un rôle considé¬ 
rable, parce qu’elle a d’abord appelé l’attention sur la discordance 
entre l’expérience et les prévisions déduites des lois de la méca¬ 
nique classique; on a ensuite reconnu la cause profonde de ce 
désaccord. Si maintenant on donne à l'expérience de Michelson 
son véritable sens, on constate qu’elle vient simplement se joindre 
aux autres vérifications expérimentales du principe de relativité. 

La relativité généralisée et la loi de gravitation d’Einstein nous 
apporteront des vérifications plus remarquables encore que celles 
qui viennent d’èlre indiquées. 



LA RELATIVITÉ GÉNÉRALISÉE. GRAVITATION 

ET ÉLECTRICITÉ. 


CHAPITRE IL 

LE CHAMP DE GRAVITATION. 


52. Conditions d’application du principe 
de relativité restreint. 

Une conception fondamentale est à la base de la théorie de la 
relativité restreinte : celle du mouvement rectiligne et uniforme. 

Cette notion doit être précisée car il semble cpie Létal, de mou¬ 
vement rectiligne et uniforme n’ait pas de sens absolu. S’il esl 
légitime de parler d’un système en mouvement rectiligne et uni¬ 
forme par rapport à un autre, quel criTérium a-l-on'pour décider 
si un système envisagé isolément est ou non en translation uni¬ 
forme? 

Voici dans cpiel sens on peut répondre à la question. Nous sup¬ 
posons qui on peut trouver un système S tel que, dans ce 
système, la loi d : inertie de Galilée soit^ exacte : Un poini 
matériel sur lequel n’agil aucune force appliquée se meut d’un 
mouvement rectiligne et uniforme ; cela signifie : dans ce système S. 
nous envisageons des corps de référence ou des axes de référence, 
immobiles par définition ; un point matériel sur lequel n’agil 
aucune force appliquée se déplace d’un mouvement de translation 
uniforme par rapport à ces corps ou axes. En d’autres termes 
encore, il ne règne dans ce système aucun champ de force 
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Un tel système est dit système galiléen , et d'autres systèmes 
S', S",. . . sont également des systèmes galiléens s'ils sont animés 
par rapport à S d’un momemenl de translation uniforme, sans 
rotation. 

Le principe de relativité restreint n'enwsagc cjue des systèmes 
galiléens. Il affirme que dans tous ces systèmes les lois de Félee- 
iromagnétisme exprimées par les équations de Maxwell-Lorentz 
sont exactes; que la lumière se propage a\ec la meme \ilessc c 
dans toutes lés directions, c étant une constante universelle; qu’on 
peut faire une mesure optique du temps; que, d’une façon générale, 
les lois des phénomènes sont les mêmes. 

Un espace-temps pouvant contenir dans toute son étendue une 
infinité de systèmes galiléens est un Univers de Minkowski 
(Chap. VI). Il est régi par les lois de l’élccLromagnétisme sous leur 
forme habituelle. Nous le qualifierons d 'euclidien à cause de 

l’analogie (n° 26 ) entre l’état de mouvement rectiligne et uni- 

* 6 

forme,, c’est-à-dire entre la droite d'Lnivers dans l’espace-temps 
quadridimensionnel, et la ligne droite dans l’espace tridimen¬ 
sionnel de la géométrie euclidienne. ('). Comme cet espace, l’Uni¬ 
vers de Minkowski est infini. 

Dans l’étude de la relatisité restreinte, nous a\uns totalement 
négligé le champ de gravitation. Cependant, dans la réalité des 


( l ) Il y a cependant une grosse différence déjà signalée, mais sur laquelle il 
convient d’insister. Dans l’espace tridimensionnel euclidien, le carré de la distance 
de deux points peut cire mis, par un choix convenable des coordonnées (axes 
rectangulaires), sous la forme d’une somme de trois carrés : 

t~ ~~~ ( ’ *271 )” "T" O u dl ) “ “t" ( ''•j i )”• 

Dans l’espace-tcmps de Minkowski, les carrés qui interviennent dans l'ex¬ 
pression du carré de l’intervalle entre deux événements ne sont pas tous nflcctés 
du même signe (à moins d’introduire une coordonnée temps imaginaire) 

$ 2 = — (.r,— x/)" — (Va—)"— ( -i— -i ) 2 *"î~ c 2 (0 : ~ ty. 

Comme dit Eddington, le fait que le temps n’intervient pas avec le même signe 
que les distances « est le secret des différences que présentent les-manifestations 
du temps et de l’espace dans la nature ». 

La géométrie de Minkowski (n°27) est hyperbolique. Néanmoins, malgré 
celte modification de la géométrie euclidienne, nous dirons qu’un espace-temps 
caractérisé par l’expression précédente de l’invariant s 2 est un Lnivers eu¬ 
clidien. 
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choses, dans 1 J Univers réel, la gravitation s’exerce partout et agit 
sur toute portion de matière. Agit-elle aussi sur l’énergie el 
ne vient-elle pas détruire ¥ homogénéité, qui est caractéristique 
de l’Univers de Minkowski? 


53. La pesanteur de l’énergie. 


La dynamique de la relativité restreinte a pour conséquence la 
loi, vérifiée d’ailleurs par l’expérience, de l'inertie de l’énergie, 
mais n’implique pas a priori que l’énergie soit pesante. 

Line question capitale se pose donc : la pesanteur est-elle, 
comme l’inertie, une propriété de l’énergie? Est-elle liée à 
l’inertie? Lorsque la masse inerte d’un corps change avec son 
énergie totale, en est-il de même de la masse pesante? 

L’expérience répond par l 1 affirmative (*). Supposons qu’une 
perte d’énergie par rayonnement, d’où résulte une variation pro¬ 
portionnelle de la masse inerte, ne s’accompagne d’aucune variation 
de poids; il en résulterait qu’une certaine quantité d’uranium el 
l’ensemble des produits de sa transformation, hélium et plomb, 
auraient des poids égaux mais des masses différentes, et par suite 
ne prendraient pas la même accélération sous l’influence de la 
pesanLeur. il devrait exister, en un même lieu, pour l’uranium et 
le plomb, une différence dépassant - pô w ô dans les valeurs de l’accé¬ 
lération due à la pesanteur. 

Or les expériences de M. Eotvos ont établi que l’accélération de 
la pesanteur est, en un même lieu, la même pour tous les corps. 
Cette vérification a été faite au moyen de la balance de torsion, 
qui a permis de constater que la direction de la verticale est 
exactement la même pour tous les corps : cette direction est celle 
de la résultante du poids et de'la force centrifuge due à la rotation 
de la Terre ; comme la force centrifuge est proportionnelle à la 
masse inerte, si le poids n’était pas proportionnel à cette masse, 
la verticale n’aurait pas la même direction pour tous les corps. La 
constance du rapport entre le poids et la masse inerte a été vérifiée 


(*) P. Lanoevin, Journal de Physique , Conférence à la Société de Physique, 
mars 1918. — A. Einstein, Ann . dé Phys t. 40 , 1916. 
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avec, une précision qui dépasse le \ingt-millionième : nous 
sommes loin d’écarts supérieurs au dix-millième. 

Nous avons vu, d 7 autre part, que les petits écarts des masses 
atomiques résultent \ raisemblablement de variations d’énergie* 
interne lors de la formation des atomes (P. Langcvin). Nous 
pouvons remarquer que ces écarts se constatent par des mesures 
de poids. 

Nous sommes donc amenés à conclure que l’énergie est pesante 
et qu’il y a, dans un champ de gra\itation déterminé, proportion¬ 
nalité exacte entre le poids et la masse inerte de l’énergie. 

11 était donc naturel d’admettre que l’énergie rayonnante, en 
particulier la lumière, est pesante, et l’on devait penser qu’un 
rayon lumineux s ? incurve dans un champ de gravitation. 

Einstein a d’abord appliqué la loi de Newton ( 1 ) ; le calcul de 
l’angle des asymptotes de la trajectoire hyperbolique suivie par 
un mobile, dont la vitesse à grande disLance du Soleil serait c, a 
conduit au résultat suivant : un rayon lumineux dont la trajectoire 
passerait à la disLance minimum r du centre du Soleil devrait subir 
une déviation 

•>.GM 
* = “T^T’ 

G étant la constante de la gravitation, et M la masse du Soleil. 
Pour un rayon passant tangentiellement au bord du Soleil, on 
aurait a = o f/ , 87. 

Mais la découverte de la loi réelle de la gravitation, faite plus 
tard par Einstein^ a montré que la loi de Newton n’est qu’une 
approximation pour les faibles vitesses, et que la déviation d’un 
rayon lumineux doit être le double de la valeur précédente, c’est- 
à-dire 1" 74. Nous verrons que les observations ont vérifié l’exac¬ 
titude de la loi d’Einstein. 

54. La généralisation du principe de relativité. 

La pesanteur de la lumière met pour la première fois la gravi- 

(*) Ce premier raisonnement d’Einstein était hybride : il associait le point de 
vue de la propagation de la lumière, régie par les lois de l’éleclromagnétisme 
qui impliquent des actions de proche en proche à travers l’espace, avec le point 
de vue de la mécanique classique, celui des actions instantanées à distance. 
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talion en liaison avec les phénomènes élecIromagnétiques- De 
graves conséquences en résultent. 

Pour un observateur lié à la terre, un mobile lancé cl «d>an- 
donné à lui-nième ne satisfait pas à la loi galiléeuuo d'inorhe 
puisqu'il est dévié par la pesanteur (et la force cenlrifu gc composer 
due à la rotation de la Terre). Nous \ oyons qu’il en est de meme 
pour la lumière et que par suite la vitesse d’une onde iTesi pas 
toujours pour P observa Leur terrestre — rigoureusement constante 
sur tout son parcours. La meme conclusion s’applique à nuis les 
mondes réels de l’Univers : d’aucun système naturel on ne peu! 
voir — du moins sur une grande étendue — un mobile ou meme 
un rayon de lumière sc propager suivant un mouvement rectiligne 
et uniforme ; en un mot, le système galiléen n’est qu’une Letton. 

Faut-il donc considérer le principe de relativité comme une 
abstraction en dehors des réalités objectives? Doit-on renoncer a 
eetle admirable synthèse et considérer l’invariance des lois delà 
Nature comme une simple approximation, d’autant meilleure que 
le système de référence diffère moins d’un système galiléen? 

Peut-on, au contraire, étendre le principe de la relativ ité au cas 
d’un système de référence quelconque? 

Einstein n’a pas hésité : il a érigé en principe l’affirmation sui¬ 
vante : 


Tous les systèmes de référence sont équivalents pour for¬ 
muler les lois de la Nature : ces lois sont « covctrùtn tes »( 1 ) 
vis-à-vis de transformations de coordonnées arbitraires. 

Les lois de la Physique doivent être telles, qu'elles soient 
valables dans un système de référence absolumen f quel¬ 
conque. 

Cette généralisation du principe de relativité s’impose. Kn effet, 
toutes les sensations pour lesquelles nous percevons F Univers sont 
déterminées par des coïncidences absolues (par exemple, la coïn¬ 
cidence d’une onde lumineuse avec notre rétine); toutes les lois de 
notre science sont basées sur la constatation de coïncidences dans 
J’Espace-Temps. Dans le langage de la relativité, ces coïncidences 


(’) Ce terme signifie que si ces lois sont données dans un système, elles sont 
données à la fois dans tous les systèmes. 
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sont des intersections de lignes d’Univers, absolues et par suite 
indépendantes de tout système de référence. 

Voici une image, due à Eddington ( x ), qui fait comprendre la 
question : « Supposons tracé un réseau de lignes d’Univers et 
imaginons-le placé dans une masse gélatineuse. Si maintenant 
nous déformons cette gelée d’une manière quelconque, chaque 
ligne d’Uni\ersse déforme, mais les intersections continuent à 
se succéder dans le même ordre et aucune intersection supplé¬ 
mentaire ne se trouvera créée. La gelée déformée nous donnera 
une histoire du monde aussi exacte qu’avant sa déformation, et 
il n’existe aucun critérium qui nous permette de dire qu’une des 
deux représentations est préférable à l’autre. 

» Supposons maintenant que nous introduisions des divisions 
de l’espace et du temps, ce que nous pourrions faire en traçant 
des mailles rectangulaires dans les deux états successifs de la 
gelée. Nous avons maintenant deux manières de situer les lignes 
d’Univers et les événements dans l’espace et dans le temps, ma¬ 
nière que nous devons traiter sur un pied d’égalité. Evidemment 
nous ne changeons rien au résultat si, au lieu de déformer d’abord 
la gelée puis d’introduire des mailles régulières, nous introdui¬ 
sons des mailles irrégulières’ dans une gelée non déformée. Tous 
les systèmes de mailles sont donc équivalents. » 

Cependant, les effets de l’accélération paraissent contredire le 
principe généralisé. Par exemple, dans un véhicule un voyageur 


est renversé par suile d’un coup de frein trop brusque; c’est là un 
effet bien réel et si l’on venait dire au. voyageur que les lois des 
phénomènes sont les mêmes quel que soit l’état de mouvement du 
système, il ne serait pas convaincu. Nous avons déjà insisté sur le 
fait que l’accélération a une sorte de réalité physique absolue. 

Il est donc clair que, dans un système non galiléen, le principe 
de relativité précédemment étudié ne s’applique pas tel quel. La 
suite nous montrera que la généralisation du principe nécessite 
l’introduction, dans chaque système, d’un champ de force — 
appelé par Einstein champ de gravitation — particulier à ce sys¬ 
tème; c’est précisément ce champ qui se manifeste par les effets 


( l ) À.-S. Eddington, Space Time and Gravitation. Traduction française par 
Jacques Rossignol, p. 109 (1921). 
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mécaniques de l’accélération. Le système galilécn correspond au 
cas particulier où ce champ dis parai l. 


55. L’équivalence entre un champ de gravitation et 
un champ de force dû à un état de mouvement 
accéléré (* ). 

Nous allons commencer par l’analyse de notions qui nous 
paraissent évidentes parce que nous y sommes habitués, et c’est 
précisément parce que nous y sommes trop habitués que personne, 
avant Einstein, n’avait eu l’idée de les approfondir. 

i° La gravitai.ion doit rire une action de proche en proche. 
— A la question « pourquoi un objet soulevé et abandonné à lui- 
mèmo tombc-t-il »? chacun est tenté de répondre : parce qu’il est 
attiré par la Terre. La physique moderne doit formuler la réponse 
d’une façon différente. 

Le développement, dans le domaine de Péleclromagnétisme, de 
la théorie des actions de proche en proche non instantanées a 
conduit à la théorie de Maxwell et au principe de.relativité res¬ 
treint. Line conception semblable doit être admise pour la gravi¬ 
tation. L’attraction de la Terre sur l’objet qui tombe n’est,, en 
somme, qu’une apparence, car la Terre agit indirectement sur 
l’objet. D’une façon générale, toute matière ou toute énergie 
détermine dans son voisinage les propriétés de l’Espace-Temps, 
produit une modification de TEspace-Temps qui se manifeste à 
nous par ce que nous appelons un champ de gravitation. La pro¬ 
priété d’agir sur un objet, ou sur une onde électromagnétique, 
appartient à l’Espace-Temps modifié par le voisinage de matière ou 
d’énergie; ce n’est pas une action à distance directe et instantanée 
produite par un corps attirant. 

2° IJ égalité de la masse pesante et de la masse inerte. — Le 
champ de gravitation possède une propriété excessivement remar- 


(») i V. Einstein, La théorie de la relativité restreinte et généralisée mise à 
la portée de tout te monde . Traduction par M lle Rouvière, p. 5 '| et suivantes. 
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quable, qui n’appartient pas aux champs électrique el magnétique. 
Alors que dans un même champ électrique des charges différentes 
prennent des accélérations différentes, dans un même champ de 
gravitation l'accélération acquise par un corps ne dépend pas de 
la nature du corps. Tous les corps, qu’ils soient lourds ou légers, 
tombent avec la même vitesse si les conditions initiales sont les 
mêmes. 

Ainsi, dans un champ de gravitation, Vaccélération est 
indépendante de la force qui s'exerce sur le corps . 

Ce fait, si familier, esL extraordinaire. Nous allons, avec Eins¬ 
tein, le formuler autrement. 

D’après la loi du mouvement, on a (pour les faibles vitesses) : 
force = masse inerte X accélération, 

c’est-à-dire que la masse inerte (masse au repos) est caractéristique 
du corps accéléré. 

Si la fo rce est le poids du corps, on a : 

force == masse pesante x intensité du champ de la pesanteur. 

La masse pesante étant également une caractéristique du corps. 11 
suit de là : 

.,, . masse pesante . . , , 

accélération =- ! -- X intensité clu champ. 

masse merle 1 


Puisque l’expérience prome que, dans un même champ depesanteur, 

. ,, , , , masse pesante 

1 accélération est indépendante du corps, le rapport- - - 

masse inerte 

est une constante indépendante de la nature du corps et si l’on 
choisit les unités do façon que ce rapport soit égal à l’unité, la 
masse pesante est égale à la masse inerte et d’autre pari l’accélé¬ 
ration est égale à T intensité du champ. 

U y a longtemps que la mécanique a enregistré ce résultat, 
mais personne ne l’avait interprété. L’interprétation est celle-ci : 
la même qualité d’un corps se manifeste selon les circonstances, 
soit comme inertie, soit comme pesanteur; en termes plus précis : 

LA FORCE DE GRAVITATION 1 ST UNE FORCE n’iNEllTIE. 


Imaginons une portion d’Univers vide, si loin des étoiles et de 
toute ^matière que nous soyons dans Le cas idéal où la loi ga'li- 
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léenne d’inertie est applicable. Il est alors possible, dans celte 
portion d’Univers, de choisir un système galiléen S relativement 
auquel des points immobiles restent au repos, des corps en mou¬ 
vement sur lesquels n’est appliquée aucune force, sont animés d’un 
mouvement rectiligne et uniforme. 

Dans ce système galiléen S, supposons une chambre isolée, dans 
laquelle se trouve un observateur muni d’appareils ; pour cet 
homme, il n’y a pas de pesanteur, pas de direction privilégiée. 

Par un cable attaché à un crochet fixé au milieu de la toiture de 

a , 

la chambre, un être extérieur se met à tirer a\ ec une force cons¬ 
tante. Pour un observateur immobile dans le système galiléen S, 
la chambre commence 1 à être animée d’un mouvement uniformé¬ 
ment accéléré et sa vitesse croît d’une façon fantastique. Toute 
autre sera l’opinion de l’homme enfermé dans la chambre. L’accé¬ 
lération va projeter cet homme sur le plancher ; pour lui, il y aura 
un « haut » et un « bas », comme dans une chambre sur la Terre ; 
il constatera la loi de la chute des corps, tous les objets ayant la 
même accélération; sa première impression sera qu’il se trouve 
dans un champ de gravitation. 

Cependant, à la réflexion, il sera étonné des effets observés car 
la chambre devrait tomber en chute libre dans le champ de gravi¬ 
tation, ce qui ferait disparaître la pesanteur. Cherchant ce qui se 
passe, il découvrira le crochet et le câble tendu : cette fois tout 
sera clair pour lui,. il se dira : ma chambre est suspendue, cm 
repos , dans un champ de gravitation. 

Cet homme est-il dans l’erreur? nullement, car son interpré¬ 
tation est conforme aux lois do la Mécanique. Alors nous pouvons, 

% 

comme lui, considérer la chambre comme immobile, bien qu’elle 
soit accélérée relativement à l’espace galiléen S; la possibilité de 
cette conception repose sur la propriété fondamentale d’un champ 
de. gravitation de donner à tous les corps la même accélération, 
c’est-à-dire repose sur l’égalité de la masse pesante et de la niasse 
inerte. 

Supposons maintenant qu’à l’intérieur de la chambre, l’homme 
suspende un corps au bout d’une corde, c’est-à-dire constitue un 
pendule : la corde se tendra et prendra une direction bien déter¬ 
minée qui sera « la verticale ». L’homme estimera que la tension 
de la corde équilibre le poids du corps, que cette tension est 
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déterminée parla masse pesante. Mais, d’autre part, un observa¬ 
teur du système galiléen S jugera de la façon suivante : la corde 
est forcée d’accompagner la chambre dans son mouvement accéléré 
et transmet ce mouvement au corps suspendu : la tension équi¬ 
libre la force d’inertie, elle est déterminée par la masse inerte. 


3 ° Le boulet de Jules Verne. — Au lieu d’imaginer que la 
chambre de l’observateur est loin de toute matière, supposons-la, 
au contraire, lancée sans rotation et se mouvant en dut le libi e 
dans le champ de gravitation d’un astre; la pesanteur y sera sup¬ 
primée puisque, dans ce champ, la chambre et tous les objets qu’elle 
contient seront soumis à une même accélération d’ensemble. Pour 
l’observateur de la chambre il n’y aura ni haut ni bas, et un mobile 
libre sera au repos ou animé d’un mouvement rectiligne et uni¬ 
forme; la lumière à l’intérieur ou dans le voisinage de la chambre 
sc propagera en ligne droite. En résumé, un système de référence 
lié à la chambre en chute libre sera un système galiléen (bien que 
pour un observateur de l’astre sur lequel. tombe la chambre le 
système soit accéléré), et l’homme de la chambre considérera 
l’Univers comme euclidien dans son voisinage. 


4° Le principe d'équivalence. — Il résulte des considérations 
qui précèdent que, d’une part, l’emploi d’un système de référence 
en mouvement équivaut à créer un certain champ de gravitation 
dans lequel ce système pourra être considéré comme immobile ; 
que, d’autre part, l’emploi d’un système de référence lié à un corps 
en chute libre dans un champ de gravitation revient à supprimer 
ce champ* 

Dans toute portion d’espace il est impossible de se prononcer 
entre les deux interprétations suivantes : i 0 il existe un état de 
mouvement, non uniforme, sans champ de gravitation; 2° le sys¬ 
tème envisagé est au repos, mais il règne dans la région considérée 
un champ de gravitation s’exerçant sur toute portion d’énergie. 

11 est donc impossible de distinguer un champ de force d’inertie 
du à un état de mouvement et un champ de gravitation. Il y a 
équivalence , selon l’expression d’Einstein* 

Cette conception est en plein accord avec un fait bien connti : 
nous avons déjà dit, à propos des expériences d’Eotviis (n° 53 ) 
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(jue la verticale est de 1er mince par la résultante* du eliam]) de la 
pesanteur et du champ de force centrifuge due à la rotation de la 
Terre. Ces deux constituants du champ terrestre interviennent au 
même titre dans tous les phénomènes sensibles à leur action. Tout 
se passe pour un système de référence en rotation comme s'il était 
en translation dans un champ de grav itation distribué comme le 
champ do force centrifuge. 


56. L’Univers réel n’est pas euclidien. 


Pour un observateur en chute libre, dans un boulet de Jules 
Verne, le champ de gravitation disparaît; mais il est essentiel de 
remarquer que c’est seulement dans une région peu étendue (théo¬ 
riquement infiniment petite) que l 1 Univers est euclidien pour cet 
observateur. Le champ de gravitation existe à distance, car F inten¬ 
sité de la pesanteur n’est constante ni en grandeur, ni on direc¬ 
tion. En supprimant le champ en un point, on l’accentue ailleurs : 
par exemple, relativement à l’observateur qui tombe en chute 
libre sur la Terre, le champ de la pesanteur est doublé dans la 
région symétrique par rapport au centre de la Terre. 

Aucun champ de gravitation produit par la matière n’est uni¬ 
forme; aucun système de référence ne peut annuler un champ de 
gravitation dans toute son étendue : on ne peut supprimer un 
champ (pie localement. 

L’Univers réel, envisagé dans son ensemble, n’est donc pas 
euclidien. 



CHAPITRE XII. 

LA THÉORIE DES SURFACES DE GAUSS ET SON EXTENSION 
A UNE MULTIPLICITÉ POSSÉDANT QUATRE DIMENSIONS. 


Nous avons donne un énoncé du principe de relativité généra¬ 
lisé el nous avons dit pour quelle raison (‘.elle 1 généralisation 
s’impose; nous pou\ons mainlcnanl comprendre comment il 
faudra U exprimer. . 

Choisir un système de référence, arbitraire, ou faire une trans¬ 
formation arbitraire de coordonnées, c'est introduire un état de. 
mouvement arbitraire, ou, d'après le principe d'équivalence, un 
champ do gravitation arbitraire. Par conséquent, les lois qui 
régissent les phénomènes physiques doivent contenir, implicite¬ 
ment ou explicitement, sous la forme la plus générale, les gran¬ 
deurs qui caractérisent un champ de gravitation. 

Le principe do relativité exige qu c les équations qui expriment 
ces lois conservent leur J orme dans un champ de gravitation 
quelconque. 

Cette condition d’invariance, ou plus exactement de covariance, 
limite considérablement les formes possibles pour les lois de la 
Nature. 


57. Les longueurs et le temps dans un champ 

de gravitation. 

L'influence d'un champ de gravitation sur la marche des hor¬ 
loges el sur la mesure des longueurs dépend du champ envisagé 
ou, ce qui revient au même, de l'étal de mouvement 'équivalent. 
Nous allons prendre un exemple simple ( 1 ). 

Imaginons un système S eu chute libre, pur conséquenllocalemenl 


(') A. Einstein, La timorie de la relativité restreinte et généralisée mise à 
la portée de tout le monde , p. (i<S. 
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«aliléen ; dans ce système S, les résultats de la théorie de la relati¬ 
vité restreinte sont applicables. Prenons un second système S'formé 
par un disque plan dont le mouvement, par rapport à S, est une 
rotation autour d’un axe normal au plan du disque, passant par le 
centre de ce disque et fixe dans le système S. Un observateur situé 
excentriquement éprouve l'action d’une forci* qui agit radialement 
vers l’extérieur; cette force est interprétée par un observateur du 
système galiléen S comme un effet, d’inertie : c’est la force centri¬ 
fuge. Mais, d’autre part, l’observateur entraîné avec S ; doit con¬ 
sidérer son disque comme un corps de référence immobile et doit 
interpréter la force qui agit sur lui et sur les corps au repos par 
rapport au disque comme l’effet d’un certain' champ de gravita¬ 
tion. 11 est à peine besoin de faire remarquer que ce champ de 
force possède une structure qui n’a aucun rapport avec celle du 
champ de gravitation au voisinage d'une masse attirante, mais 
conformément à la généralisation à laquelle nous autorise le prin¬ 
cipe d’équivalence, nous appelons quand môme ce champ un 
champ de gravitation ou, si l’on préfère, un champ de gravitation 
géométrique. 

L’observateur de S A prend deux horloges identiques marquant 
toujours la même heure tant qu’elles restent au môme point. 11 
place l’une au centre du .disque et transporte l’autre en un point 
du disque à la distance r du centre; les deux horloges sont immo¬ 
biles dans le système S ; du disque ; \ onl-ellcs rester synchrones ? 
certainement non. Examinons-les, en effel, du système galiléen S : 
celle qui est au centre' n’a pas de vitesse, l’autre est en mouve¬ 
ment : nous savons que celte dernière va marcher plus lentement . 
Cet effet sera constaté par l’observateur du disque, car il s’agit 
d’un effet bien réel et non d’une apparence, le temps propre x au 
point situé à la distance r du centre étant plus court que le 
temps t du système galiléen qui est le temps au centre : 


drz 


/ 


u) 2 r 2 


c 2 


dt , 


de sorte qu’au bout de quelque temps, en ramenant l’horloge du 
point r au centre du disque, l'observateur constatera qu’elle est 
en retard sur celle qui est restée au centre. 

A chaque distance r correspond un temps propre ; c’est dire 
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qu’il n’y a aucune synchronisation possible pour F observateur du 
système S 7 ; il n’y a pas un temps unique valable pour le système S' 
du disque. 

Cet exemple fait comprendre que, d’une façon générale, dans 
un système immobile dans un champ de gravitation, équivalent à 
un système accéléré par rapport à un système galiléen, il n’y a 
plus de définition possible du temps pour le système tout initier, 
plus de mesure possible par des horloges synchrones, car chaque 
point possède son temps propre. 

La définition des coordonnées spaciales présente de meme des 
difficultés insurmontables si l’on s’en tient aux coordonnées de la 


géométrie euclidienne. Reprenons l’exemple du disque tournant. 
Imaginons qu’en appliquant sur la périphérie du disque une règle 
très courte prise pour unité de longueur, on marque deux points A 
et B, et. que le rayon soit mesuré avec la même règle, lin observa¬ 
teur placé au centre appartient au système galiléen, puisque le 
centre est immobile; cet observateur peut donc appliquer les 
résultats de la relativité restreinte : D’une part, pour cet observa¬ 
teur, le ravon du disque n’est pas changé par la rotation, car les 
rayons sont normaux à la vitesse; d’autre part, l’unité do lon¬ 
gueur AB, qu’il voit passer sur la périphérie lui paraît plus courte 


que si le disque ne tournait pas (contraction de Lorcnlz-Einstein) ; 


l’observateur du centre 


est donc conduit à considérer la circonfé¬ 


rence comme contenant l’unité de longueur un plus grand nombre 
de fois que si le disque était immobile dans le système galiléen; 
il trouve que le rapport de Ja circonférence au diamètre est supé- 
rieur au nombre et le rapport qu’il obtient est d’autant plus 
grand, pour une même vitesse angulaire, que le rayon de la cir¬ 
conférence est plus grand. La géométrie 4 de ce disque n’est donc 
pas euclidienne. 

D ’unc façon générale, pour un système au repos dans un champ 
de gravitation, on ne peut plus définir les coordonnées spaciales 
x, yy z comme on le fait en géométrie euclidienne. La notion 
même de ligne droite perd sa signification. 

11 semble, que, par ces difficultés, toute la théorie de la relati¬ 
vité soit remise en question, car tant que les coordonnées des 
événements ne sont pas définies, on ne voit plus quel sens attribuer 
aux lois de la Nature. 
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Einstein a résolu le problème par une admirable extension de la 
théorie des surfaces de Gauss. 


58. Les surfaces et les coordonnées de Gauss. 


Supposons une surface qui ne soit ni plane ni développable sur 
un plan. Dans une multiplicité à deux dimensions seulement, 
e’esl-à-dire si l’on s'interdit de considérer, entre, deux points de 
la surface, un chemin de traverse dans l'espace extérieur, cette 
surface est un univers non euclidien ( 1 ). 

Gauss a montré qu’il est possible d énoncer les lois de la géo¬ 
métrie de ces surfaces sous une, forme indépendante du système 
de coordonnées. On comprend, dès à présent, qu’en ajoutant 
deux dimensions, on pourra, par une généralisation de la théorie 
de Gauss, énoncer les lois géométriques de F Lj ni vers non euclidien 
à quatre dimensions. 

Gauss est parti de l'idée qu’il doit être possible, par des opéra¬ 
tions de géodésie sur la surface, de mettre en évidence la courbure 
de la surface en faisant simplement des opérations locales d’arpen- 
Lage, par les procédés habituels, en appliquant la géométrie eucli¬ 
dienne du plan. En effet, en tout point de la surface, il y a un 
plan tangent et, dans une étendue limitée, la surface peut être 
confondue avec son plan langent; ceci est d’autant plus exact que 
retendue envisagée est plus petite, et devient rigoureux pour une 
étendue infiniment petite. 

Traçons sur la surface une; famille de courbes arbitraires a; 
désignons chacune de ces courbes par un chiffre et figurons les 
courbes u = i, u = a, ... ; entre deux de ces courbes, on peut 
imaginer une infinité de courbes représentant tous les nombres 
compris entre les deux nombres entiers qui désignent les deux 
courbes envisagées. Les courbes sont assujetties à la condition 
essentielle de ne pas se couper, de façon qu’il ne passe qu’une 
courbe a par chaque point. Donc, à chaque point de la surface 
correspond une coordonnée u bien déterminée. Traçons de même 


C) Il est euclidien dans l’espace à trois dimensions. 
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une seconde famille de courbes r, les courbes r coupant les 
courbes u. Chaque point a ainsi deux coordonnées u et e. 

Fig. i G. 



Deux points P et P 7 infiniment voisins ont. pour coordonnées 
respectives u, r; u-h du, r + rfe. Les coordonnées de Gauss 
reviennent, en somme, à la coordination do deux nombres, la 
correspondance avec les points de la surface (Haut nni\oque et 
telle que deux points infiniment voisins soient représentés par des 
nombres infiniment peu différents. 

Dans une étendue infiniment petite autour d'un point. P, on 
peut confondre la surface avec son plan tangent et les courbes avec 
leurs tangentes; on est donc ramené, en chaque point, à un sys¬ 
tème de coordonnées rectilignes, mais obliques; la distance ds 
du point P à un point infiniment \oisin P 7 est 

( tls~ L r \ »> dLL iiv —H •» i dv (lit H— 

( I - I 9. ) < 

( “ g" \ j, dit~ ~ 4 " ')■ ,«Vj ± du rii 1 —}- g 22 dv ~ 9 car == ^î* 


Si Ton s’est donné les courbes a cl r, on peut, en chaque 
point P, mesurer avec des règles les distances au point P o r s, 
o"s , B' 77 ,? de trois points P', P' 7 , P' 77 extrêmement voisins de, ce point, 
correspondant à des valeurs connues des ou et. or. os pouvant être 
pratiquement confondu avec ds, ou el 3 c confondus avec du et d e, 
on a trois équations permettant de calculer les g, qui sont ainsi 
déterminés par des mesures d’arpentage. 

Les g^ (p, v = i, 2) sont constants en chaque point , confor¬ 
mément à la géométrie euclidienne ordinaire, c’est-à-dire qu’ils 
sont indépendants des points P', P", P" choisis pour les mesures 
d’arpentage. 

Mais, d'un point P à un autre, les g sont variables ; ce sont 
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Jonctions cle u et de c. C’est seulement dans le cas d’une sur- 
> euclidienne qu’on peut trouver des courbes u et c telles 
>n ait en tout point 

- A > <(s- ~ fl U 1 ch '~, 1 “ ,g-2 i ” 1 ? S' 1 2 ~ A 1 2 1 — D. 


C osL précisément la possibilité d'un tel choix qui est caractè¬ 
re par le mol « euclidien ». Sur le plan, les courbes u et e 
icnnent ainsi des droites rectangulaires. 

Dans le (‘as général, les g^ v étant en chaque point des fonctions 
a et de c, l’arpentage permet de connaître ces fondions, Gauss 
io ni ré que la géométrie do la surface est alors entièrement 
crm i née, et que les lois de celle géométrie s'expriment d'une 
*on indépendante des coordonnées. 

ues lignes de plus-courte distance se nommenl géodésiques . 
longueur d’une ligne quelconque entre deux, points P,, IC 


j ,; 


.r« 


ds. Cetle ligne est minimum si la longueur des lignes inlini- 


,nt voisines de la ligne considérée 4 esl constante, puisqu’une 
tetion est constante aux environs d’un minimum (ou d’un 
ximum) ; une géodésique rend donc slalionnaire la valeur de 

itégrale Ç ds. ce qu’on écrira 

c 


0 I ds 1= O. 

d{> : 


lin géométrie plane, les géodésiques sont des droites. En géo- 
ïlrie sphérique, non euclidienne si l’on ne considère que les 
ux dimensions de la surface, ce sont des arcs do grands cercles. 

D’une façon générale, si l’on exprime o f ds — o, on est conduit 

9.J ^ 

me équal ion différentielle (jui fait intervenir //, c . Quand 

. change de système de coordonnées. /’équation dijjéren- 
Hle garde la même forme à condition quç tes g [lv aient les 
»uvelles valeurs correspondant aux nouvelles coordonnées, 
ts propriétés des géodésiques se trouvent donc exprimées 
us une fo)\me indépendante du système de coordonnées. 

On peut aller plus loin et caractériser l’individualité de la sur- 
ac; il existe, en effet, une grandeur qui s’exprime au moyen 
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des g \jv et de leurs dérivées premières et secondes : celle gran¬ 
deur est un invariant , cesl-ci-dire a, une valeur numérique 
indépendante dû système de référence employé : c'est la cour¬ 
bure totale 


H 


H ! K 2 


R, et Ro étant les rayons de courbure principaux. La courbure 
totale est une caractéristique de la surface en chaque point. 

Pour un plan, on a en tout point R = o. 

Si R = const. < o, on obtient les lois de la Géométrie de 
Lobalchefsky. 

Si R “ const. > o, on a la Géométrie de Ricniann (sphèreR 


59. Vue d’ensemblê de la théorie d’Einstein. 


La compréhension de la théorie d'Einstein sera facilitée en indi¬ 
quant, dès le début, les idées générales. 

On peut étendre la théorie de Gauss à un nombre de dimensions 
plus grand. Avec deux dimensions de plus, ce qui est’Je cas de 
F Univers quadridimensionnel, on pourra confondre, en chaque 
point-événement, dans un domaine quadridimensionnel infini¬ 
ment petit, l’Univers réel avec V Univers de Minkowski tangent , 
comme en géométrie des surfaces on confond localement la sur- 
face avec son plan tangent. • 

Dans l’Univers euclidien tangent, le principe de relativité res¬ 
treint s’applique. Cet Univers langent est localement celui de 
l’observateur du boulet de Jules Verne, en chute libre, pour qui 
la loi galiléenne d’inertie est exacte dans son voisinage immédiat. 

L’invariant fondamental, l’intervalle d’Univcrs entre deux évé¬ 
nements infiniment voisins est mis sous la forme suivante, qui est 
l’extension de (1-12) : 

ds~ = g |! dx\ -H 2 gi 2 dx 1 dx 2 -+- '>>gm dx x dx-s gu dx \. . 


Il n’y a plus ici ni longueurs ni temps, x x , ;r->, x h sont quatre 
variables, quatre coordonnées d’Univers. 

Les gy N sont les grandeurs caractéristiques du champ de 
gravitation, au sens généralisé conformément au principe d’équi- 
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\alcnec (n° 55 ); ce sont ces grandeurs, les dix potentiels de 
gravitation, qui doivent figurer dans l’expression des lois des phé¬ 
nomènes, pour que ces lois conservent la même forme, quel que 
soit Je système.de référence (n° oi ). 

Dans un Univers euclidien, Péquation générale des géodésiques 
est, comme nous Pavons vu dans l’étude de PÜnivers de Min- 
kowski. 


( H ■»• 


O j ds — ô \J ~ 


(t z " c~ ci/* 


x, y, z étant les coordonnées d’espace rapportées à trois axes 
rectangulaires et t le temps. .Nous désignerons dorénavant par 
coordonnées guliléennes les coordonnées d’espace et de temps 
définies par 

<h ’ 1 — — dx~ <ly- — dz~ H- c l dt- 
oti 

ds* = —dX]-- d\\ - dXl-^d\\. 

Celle définition n’est ])ossible que dans un Uni\crs euclidien, et 
le mot g alliée n a un sens plus spécial que le mot euclidien, puisque 
le système de coordonnées dit galileen correspond à un choix 
particulier (trois axes rectangulaires d’espace en mouvement non 
accéléré ) dans un Univers euclidien. 

La géodésique (4-12) est l’extension quadridimensionnelle de la 
droite de la géométrie, et son équation est l’expression de la loi 
galiléennc d’inertie.. 

Dans PÜnivers réel, et quelles que soient les coordonnées, une 
géodésique sera encore représentée par Péquation 



qui exprime la loi d’action stationnaire. 

Ln champ de gravitation, au sens généralisé, comporte un 
élément arbitraire, puisqu’on peut modifier à volonté le champ de 
force « géométrique » parle choix des coordonnées (*). Cepen¬ 
dant tout n’est pas arbitraire : il y a un élément bien déterminé, 
la structure géométrique (quadridimensionnelle) de l’Espace- 
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Temps en chaque point-événement. Les intervalles ds séparant un 
point d’Univers des points infiniment voisins, intervalles indépen¬ 
dant de tout système de coordonnées, sont des invariants et 
caractérisent la configuration de l'Espace-Temps, comme en géo¬ 
métrie les distances permettent la description complète d’une 
figure indépendamment de son orientation; un autre invarianL est 
la courbure totale, extension de la courbure de Gauss; enfin les 
géodésiques ont une existence absolue. 

Puisque, dans le champ de gravitation*d'un astre, tous les corps 
tombent avec la meme vitesse, malgré leurs poids différents, il faut 
porter son attention, non sur la prétendue « force attractive » qui 
est variable avec le corps, mais sur l’état de mouvement, c’est-à-dire- 
sur la ligne dXnivers qui, étant la même pour tous les corps 
placés dans les mêmes conditions initiales, doit être une caracté¬ 
ristique de l’Univers lui-même. 

Dès lors, il ne faut plus dire : la force de gravitation est une 
force attractive; un corps abandonné à lui-même dans un champ 
de gravitation n’est pas libre et ne suit pas la loi d'inertie parce 
qu’il subit une force appliquée. Il faut dire : un corps abandonné 
à lui-même est toujours un mobile libre et se meut suivant la loi 
d'inertie, la loi d’action stationnaire; mais cette loi n’est plus celle 
de Galilée, parce que les lignes d’Lnivcrs naturelles, ou géodé¬ 
siques (5-12) de l’Univers non euclidien, ne sont pas des <c droites 
d’Univers ». 

L’expérience prouve que les propriétés et la configuration de 
l'Espace-Temps sont liées à la présence ou au voisinage de la 
matière, et plus généralement, de l’énergie. La déformation de 
l'Espace-Temps entraîne une courbure des lignes d’Univers des 
mobiles libres, des géodésiques, et cette courbure se manifeste à 
nous par l'existence d’une force d’inertie qui nous a donné l'illu¬ 
sion d’une force altvactive appliquée, parce que, on fait, elle se 
traduit à nos yeux par une telle apparence. 

11 importe de noter que la déformation de l’Espace-Temps ne doit 
pas être considérée comme la cause de la gravitation. Entre la 
structure de F Univers et la gravitation, il n’y a pas de lien de 
causalité, car c’est une seule et même chose. Les phénomènes do 
gravitation sont simplement des manifestations de la déformation 
qui existe en présence ou au voisinage de la matière, qui est sou- 
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mise à une loi découverte par Einstein, mais dont la cause pre¬ 
mière reste un profond mystère. 


60. Transformations de coordonnées. 

Dans un système localement euclidien (chute libre), le principe 
restreint est applicable dans un domaine suffisamment petit. 

• Soient donc X 1 , X 2 , X 3 les coordonnées d’espace par rapport à 
des axes rectangulaires quelconques, X., = et la coordonnée de 
temps. L’intervalle entre deux événements infiniment voisins 

(G-12) <fs* = - - dXl—dZ 1 ~ 

est indépendant de l’orientation des axes choisis, et est mesurable 
dans le système avec des règles et des horloges. 

X \ , X. 2 , X. 3, X sont des coordonnées galiléennes. Introduisons 
maintenant de nom elles coordonnées x K , # 3 , Xr n fonctions 

des anciennes : inversement, les anciennes coordonnées sont des 
fonctions des nouvelles variables x^ : 

Xi = /iOn a?v)î X 2 =/ S (a; lî .r 2 , x k ) t .... 

On en déduit 

/ p-__t o v ( /v — -4- àfl dx,. _i„ ,j x _4_ j/l dxi 

(, 19 .) a \! _ ^ dXi -+- ^ dXi àXi dXi ■+■ ÜX " Clx k> 

Substituant dans (6-12), ds 2 prend la forme d’une fonction 
quadratique des dx ^ : 

( 8-12) -H dx\ H- £33 dx% H- gu dx\ 

—h* 2 g 1 2 dx 1 ( Ix 2 H— 2 ^ j 3 (Ix \ dx 3 H— 2 g 14 ( Ix j 
-f- 2^03 dx 2 dx % —t— 2^24 f&r*. -t- 2^34 dx ^ 

Les gpj sont des fonctions des coordonnées, dépendant de la 
transformation 

o. <>/' () f' < } f* d f* () f* d f* t 4 A <?A 

* daqj, dr v <Jx^ âx v 


La forme de l’expression (8-12) n’est pas modifiée par une 
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nouvelle transformation de coordonnées { x \, ,x\ ) et l’on 

peut trouver facilement les \aleurs des g'^ en fonction des 
Les peuvent être groupés dans le tableau 


(9- 1 ->•) 


,s 11 


,-Vi:s 

d'ik- 

£21 

<^22 

é'23 


,*■> .J L 

,V;$ 2 

o- 

<<-> ;î « 



fY. 

fr, , 

CD ■* l 

■t? 4 2 

• d 

Cd ♦ h 


Les seize g {xv se réduisent à dix, puisque g {VJ — g vll . Dans le cas 
de coordonnées galiJéennes, on a 


( I O— IA ) 


- I 

O 

O 

O 

O 

— I 

O 

O 

O 

0 

— I 

O 

O 

O 

O 

—H I 


Nous écrirons l’expression (8-1 2) sous la forme 
( 11 — 1 ) (/s - = X g jj_ v (lx jji d:i\. 

Comme exemple, faisons la transformation permettant de passer 
des coordonnées galiléenncs \,, X a , X 3î K, à des coordonnées 
rapportées à des axes qui, dans le système galilécn, tournent autour 
de OX3 avec la vitesse angulaire wc. Les formules de transforma¬ 
tion sont les suivantes : 

X!= a?! cosiu.^ — a^sinco^, 

X 2 = x { sin co^'4 -f- x% cos o).r4, 

X 3 - a- 3l 
l Xi=av 

On en déduit 

» 

/ s/Xi = cos co Xi dx Y — s i n to .r 4 dx> — to (x l si n to x>, h- x 2 cos m r 4 ) dx± , 

( 1 3 1 a) sin to x\ dx { -h cos w x : , dx.>-~\~ co ( x» cos to x l( , — x.> si 11 co r k ) dx , v , 

j d\ ;}= dx À , 
v c/X 4 = c/.r»,. 

Substituant dans (( 3 -12 ), on a 1 ’(Expression de l’invariant c/5 2 en 
fonction des : 

ûfea = —- dxl—dxl h- [1 —coî(^l -+■**)] 

-f- ■>. toX2 dx { djc,% — a co .2?! c/jr 2 dx 


(ia-ia) 
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Le tableau des g^ v est le suivant 


(.i.i-i -a i 


— i 

o 

o 

U) T.y 


O 

— r 

0 

-fü.r! 


CO X 2 
— (O X j 
O 

co 2 (x\ -+- .»:] 


Ln point matériel libre déerit dans le système euclidien une 
droite d’un mouv ement uniforme ; sa ligne d’Univ <‘rs est o cl s = o. 

Son mouvement n’est évidemment pas changé par le lait qu’on 
prend de nouvelles coordonnées aq, x 2 , x 2j x> t et l’on a toujours 

o / ch = o. Mais, dans le nouv eau système de coordonnées, lesgq xv 

ne sont plus des constantes, ce sont des fonctions des x^; il en 
résulte que, dans le système des .7*^, la géodésique devient courbe, 
le mouvement du point matériel n’apparaît plus comme rectiligne 
et uniforme. Nous attribuons alors la courbure de la géodésique 
à un champ de force, à un champ de gravitation (au sens généra¬ 
lisé) qui se manifeste dans le nouveau système; ce champ (est 
complètement déterminé par les g^ puisque le mouvement du 
point matériel libre, indépendant de La nature du point maté¬ 
riel , ne dépend que de ces grandeurs. Nous voyons que h appa¬ 
rition d'un champ de gravitation est liée à la variation des g ^ v . 
Dans l’exemple que nous avons choisi, pou s remarquons que 


b * * 


1 —h" 


O 


n'I 


OU 


O 


•1 


iû' 2 C 2 ( x\ -1- x\ ) 


est le potentiel de la force centrifuge (toc étant la vitesse de rota¬ 
tion). Par analogie, tous les g^ v sont regardés conuiie les « com¬ 
posantes » du potentiel généralisé du champ de gravitation. 

Nous avons déjà remarqué (n° 59 ) que dans le cas général d’une 
transformation arbitraire, les x^ ne sont plus ni des longueurs, ni 
un temps; ce sont des « coordonnées d’Univers ». Ainsi, dans 
l’exemple très particulier que nous venons de donner, x /( n’est pas 
<( le temps » du système tournant : il n’y a pas de temps défini 
pour ce système tout entier, comme nous l’avons précédemment 
montré (n° 57 ). 

On voit que la méthode suivie est calquée sur celle de Gauss, 


BECQUEREL 


10 
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avec deux dimensions de plus. Au lieu des deux familles de 
courbes u et e, on a quatre familles d’« espaces » tridimension¬ 
nels x K x orc 3 , x K x*x^, X\%ïX\, x*x$x h \ en chaque point 
d’Univcrs, ou événement, se coupent quatre espaces. 

Il ne faudrait pas croire qu’une pareille coordination n’ait pas 
de sens, les coordonnées ne signifiant plus rien (dans le cas 
général) au point de uic. des longueurs et du temps. Nous avons, 
en effet, insisté sur le fait, qui est la base même de la généralisa¬ 
tion du principe- de relativité, que les réalités physiques corres¬ 
pondent aux rencontres de lignes d’Univers de points substantiels. 
Ces rencontres s’expriment par des \aleurs communes des coor¬ 
données, quel que soit le choix de ces coordonnées; tous les sys¬ 
tèmes sont donc également bons pour exprimer les lois de la 
NaLure, et la description de l’IJnivcrs peut se faire en coordonnées 
arbitraires, tout comme la géométrie des surfaces; peu importe 
que ces coordonnées ne soient ni des longueurs ni des temps. Le 
principe de relativité généralisé peut s’énoncer : Tous les,sys¬ 
tèmes de Gauss (étendus à quatre dimensions) sont , en prin¬ 
cipe, équivalents pour formuler les lois de la Nature . 

\ eut-on cependant conserver les notices d’espace et de temps? 
On peut le faire. Dans un système galiléen, c’est-à-dire où n’exis¬ 
terait pas de. champ de gravitation, on pourrait prendre un corps 
de référence rigide par rapport auquel on repérerait les longueurs, 
et des horloges synchrones qui mesureraient le temps. Dans un 
champ de gravitation, il n’y a plus de corps rigides ni d’horloges 
synchrones : on envisagera alors comme corps de référence des 
corps non rigides auxquels seront liées des horloges, ou si l’on 
v eut un système formé d’un réseau à trois dimensions, avec des 
horloges aux nœuds du réseau pour donner l’heure dans chaque 
cellule. De pareils corps de référence, qui non seulement sont en 
mouvement, mais changent de forme dans le champ de gravitation 
sont les « mollusques » d’Einstein. Le mollusque est équivalent 
à un système de Gauss, mais on conserve l’espace et le temps, 
chaque point du on offusque étant considéré comme point d’espace, 
chaque point matériel immobile par rapport à lui étant considéré 
comme au repos, tant que ce mollusque sert de système de réfé¬ 


rence. 
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S’il esl légitime d'employer des coordonnées arbitraires, quelle 
peut être leur utilité eL quoi Lut poursui\ ons-nous ? 

Nous cherchons comment, conformément au principe de rela¬ 
tivité généralisé, la covariance des équations de la Physique peut 
être obtenue; et si, dans l’Univers réel, nous reconnaissons que 
les potentiels de gravitation g ^ doivent être assujettis à certaines 
relations, ces relations exprimeront la loi générale de la gravi¬ 
ta lion. 

Dans la théorie delà relativité généralisée, l'invariant (Is joue 
un rôle fondamental. O11 est conduit, de plus, à envisager des 
êtres mathématiques appelés tenseurs ; chacun d’eux est défini 
par un certain nombre de fonctions qui sont dites « composantes 
du tenseur ». Le « calcul différentiel absolu », créé par Riemann, 
Chrisloffel, Ricci et Levi-Civita (antérieurement à la théorie 
d’Einstein) donne les règles permettant, de calculer les composantes 
d’un tenseur dans un nouveau système de coordonnées lorsqu’on 
connaît ces composantes pour un premier système, et lorsque, bien 
entendu, la transformation qui relie les deux systèmes est donnée. 

Les tenseurs sont, caractérisés par le fait que les équations de 
transformation de leurs composantes sont linéaires et homogènes : 
si toutes les composantes d'un tenseur sont milles dans un sys¬ 
tème de coordonnées, elles disparaissent aussi dans tous les autres 
systèmes. Une loi naturelle formulée par Vannulation d'un 
tenseur , ce qui reut dire par Vannulation de toutes les com¬ 
posantes d'un tenseur , ou formulée par V égalité de deux ten - 


(*) D'après Einstein {Ann. d. Physik , p. 49 ) Kdiunuton (Report on 

Lite retativity theory of gravitation , 1920; Espace , Temps et Gravitation , 
édition française, traduction par Jacques Rossignol, 1921). 
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seu?\ s\ est covariante eV une façon générale : elle est donc mise 
sous la forme exigée par le principe de relativité . 

En cherchanl les règles d’après lesquelles on peut former des 
tenseurs, on obtient les moyens d’exprimer les lois de la Physique 
sous une forme intrinsèque, où tou! système de eo ordonné es a 
disparu. 


61. Quadrivecteurs contrevariants et quadrivecteurs 

covariants. 


Quadrivecteurs contrevariants . — Passons d’un système de 
coordonnées (x^ .x* 2 , # 3 , xf) à un autre système (#', xf xf x\). 

L élément de ligne, défini par ses quatre « composantes » 
dx. 2 < dx :i , dx /f est transformé selon les équations 


dx\ 


ùx\ 

àj'i 


clx i 


dx \ 
()x* 


dx-y 


<)Xn 


dx -i dx; t | 

ux\ ? (4 e<jnations) 


qu’on peut résumer sous la forme abrégée 

<)xa 


(l-l 3 


dx'g = 2j 


d^ dx '^ 


«t étant le même indice i, ou 2, ou 3 , ou 4 dans les deux membres, 
et la sommation étant faite, pour chaque indice <x, en remplaçant 
successivement v par t, 2, 3 , /[. L’expression (i-i3) représente 
donc les 4 équations qu’on obtient en faisant successivement 
& — 15 2, 3 , 4, et dans chacune de ces équations la sommation est 
faite par rapport à v. 

Tout groupe de quatre quantités A v (de memes dimensions 
physiques) qui se transforment suivant la même loi que les dx^ 
c’est-à-dire telles que 

(2-13) A '^2È" AV 

v 

constitue par définition un quadrivecleur contrevariant , ou 
tenseur contrevariant de premier ordre. 

On a pris l’habitude de placer l’indice en haut (A*) pour syn- 
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théliser les quatre composantes d’un quadrivecteiir contrevariant, 
sauf cependant pour dx G qui, bien que contre variant, est écrit 
avec indice en lias. 

Il est évident que si A * 7 et B * 7 sont les composantes de quadri- 
vectours contrevariants, il en est de meme de (A^dz B* 7 ) (même 
indice cr pour A et pour B dans chaque composante). 


Quadr ive et eu i *s cocarianls. — Quatre grandeurs A v (indice 
en bas) sont appelées composantes cVun quadrieecteur ou ten¬ 
seur de premier ordre coca riant, si, B v étant un quad rivée leur 
contrevariant arbitraire, on a 


i '> «> 

( i.) 


Ai BM- A a II --(- A 3 B 3 -+- B* 


2 A v Bv 


m variant. 


La loi de transformation des quadri vecteur s co va riants résulte 
immédiatement de cette délinition. Dans le second membre de 
l’équation 

y4B'«=yA v i!v 

àéttBsA Jamd 

(7 V 


remplaçons 
lion (2-1 3 ), 


B v par l’expression obtenue 
c’est-à-dire 



(7 


en 


nous obtenons 



inversant l’équa- 


ou, puisque le quadrivectcur B /(7 est arbitraire, 



V 


Notation simplifiée. — On voit sur les équations qui précèdent 
que la sommation doit être faite en donnant successivement les 
valeurs 1, 2, 3 , 4 à celui des indices qui figure deux fois sous le 

signe et que la sommation ne doit être faite que par rapport à 

Cet indice qui se nomme indice muet. 

L’indice muet n’a pas de signification propre, puisque dans là 
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sommation qui donne le développement complet de l’expi'ession 
d’une seule et meme composante, on doit lui attribuer successi¬ 
vement les valeurs i, 2, 3 , /\. La lettre qui désigne l’indice muet 
peut donc être à volonté remplacée par une autre lettre quelconque, 
pourvu que cette dernière lettre ne.figure pas déjà dans le terme 
considéré : ainsi, au lieu de ( 1 3 ), on peut écrire 


mais non 


A 4 


A' 


V ÙX * K 
'jLidx'v*' 
a 


’’jL J ôæ' G 


A <r- 


Les remarques qui précèdent permettent de supprimer le 

signe ^ sans nuire à la clarté de la notation. Il en sera de menu 1 

dans la généralisation que nous allons faire : les indices muets 
sont faciles à reconnaître et il est sous-entendu qu’il faut sommer 
par rapport à chacun des indiens muets. 


62. Tenseurs de second ordre et d’ordres supérieurs. 


Tenseurs contrevariants. — Formons les 16 produits AH 1 V 
des composantes et B v de deux quadrivoeteurs contrcvarianls 

(5-i 3) Ah- v = AMJ V . 


D’après (2-1 3 ) la loi de transformation de ees produits est 


y üfk 

<wrwwl mgmi 


Ôx'rr àxl . 

T A R 


P' V 




d’après la remarque faite plus haut, nous abrégeons l’écriture en 
supprimant les X et nous écrivons simplement 


(6-èi) 




àxL ùxL 

- 1 - 1 \ tJ.v 

dxy, âx v 


p. et v sont les indices muets et nous savons que dans le dévelop¬ 
pement complet de A' 1 ” il faudrait sommer en donnant succès- 
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sivenient à chacun cl’eux les valeurs i, 2, 3 , On aurait 


1 ï 1 


j\/OT 


dx'fj àx r r 
ÔX\ dxi 


A“ 


Ôx'rj ()xL 


àx t âx-2 


- 


dx'fj dxL 


dx<2 thvi 


- A- i — H 


ùxi 


()X-y fJX •> 


- A 2 S- 4 -. .. 


ceci est l’expression d’une composante, correspondant à deux 
valeurs déterminées pour t et t, et pour éciûre les 16 composantes, 

il faudrait donner successivement à <7 et à t les valeurs 1, 2, 3 , \ ; 
À i h a / 12 

— •»- ^ i JL ^ • • • • 

Dans la suite nous n’emploierons plus que la notation abrégée 
telle que (6-13). 

Rev ehons aux 16 produits (0-1 3 ) [A^ v dans le premier svstème 
de coordonnées, A /<7T d’après (6-1 3 ) dans le second système]. Ils 
constituent les composantes d’un tenseur contrecariant de 
second ordre. 

D’une façon générale, tout ensemble de 16 fonctions Al Jv qui se 
transforment suivant la loi précédente (6-1 3 ) forme un tenseur 
contrevariant de second ordre. 

Un, tel tenseur 11’estpas nécessairement constitué, comme (;>-i 3 ), 
par les produits des composantes de deux quadrivecteurs. On 
démontre que les 16 composantes A^ v d’un tenseur sont les 
sommes des AKB V de quatre paires de quadrivecteurs convenable¬ 
ment choisis. 

11 est clair qu’on peut généraliser et définir des tenseurs con¬ 
treva riants d’ordre 3 , 4 7 « ■ *, n, un tenseur de rang n ayant \ n 
composantes ( 1 ) : par exemple, les (x\ expressions 


A /,TT P = 


dx'fj dx r T dx'ç 
âx a ÔXfi <)X y 


a«Py 


(indices muets a, ( 3 , y ) 


constituent un tenseur conlrevariant d’ordre 3 . 


Tenseurs covaricints. — De même P ensemble des 16 pi'oduits 
des composantes de deux quadrivecteurs covariants, et d’une 


( l ) Bien entendu, dans une multiplicité à trois dimensions seulement, le 
nombre des composantes serait 3 n . Un tenseur du second ordre, à 9 composantes, 
est utilisé dans la théorie de l’élasticité; il est fourni par les tensions internes 
d’un solide ou d’nn fluide visqueux. On désigne par p xy une composante qui est' 
une tension dans le sens de l’axe des y et qui s’exerce sur une surface normale à 
l’axe des a? : chaque composante est ainsi associée à deux directions et le tenseur 
est du second ordre dans une multiplicité à trois dimensions x, y , s. 
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de i (3 quantités qui se transforment 


(7-iH 


A 


éXy. ôx v 
Ox'rr àxL 


A 


U.V 


indices muets a, v ) 


constitue un tenseur covariant de second ordre. 
Les 64 expressions 

,, _ <>** \ „ 

Ac ‘? -dZoz: os* ap * 


sont lès composantes d’un tenseur d'ordre 3 , . 


Tenseurs mixtes . — L’ensemble de \ fl '+ n ' r fonctions qui parti¬ 
cipent à la fois des deux modes précédents de transformation 


Vvo- 


ÔX^ t)xi.r 
()X a ()X(, ôx c 


ÙX tn i)x n ÔX f , ^ abc... 

T)x\ h oJTj ôiïj 1 "'"z’-’ 


n' étant le nombre des indices a, [2, y, ... ; //'le nombre des indices p, 
v, cr, ... est un tenseur mixte d’ordre n z=z n*n\ contrcvarianl 
d'ordre n 1 et covariant d’ordre /?". 


Tenseurs symétriques. —- Un tenseur (conlrcvariant ou eova- 
riant) est dit symétrique , quand les composantes obtenues par 
permutation de deux indices p. et v sont égales, par exemple 

AP = A v t* ou , A.U.V = A V(JL ’ 

Cette symétrie se conserve dans toutes les transformations de 
coordonnées. 


Tenseurs symétriques gauches. — On appelle ainsi des ten¬ 
seurs dont les composantes sont égales mais de signes opposés 
quand on permute deux indices 

A P = — A V H-, A av = - A va , 

Si le tenseur est de second ordre, les 4 composantes à indices 
égaux ÀW* (ou sont nulles. Des 12 composantes qui restent, 
6 seulement ont des valeurs di(Térentes, au signe près (Scchser- 
vektor). 

Un tenseur symétrique gauche d’ordre 3 n’a que 4 composantes 
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différentes (au signe près) et un tenseur symétrique gauche 
d’ordre \ n’a plus qu’une composa nie. Il n’y a pas de tenseur 
symétrique gauche, d'ordre supérieur à i, du moins dans une 
multiplicité à quatre dimensions comme celle que non S'envisageons. 


63. Multiplication des tenseurs. 


Maltiplicalion extérieure. — Si l’on multiplie deux à deux les 
composantes d’un tenseur d’ordre n et celles d’un tenseur 
d’ordre /?/, on obtient p /+// ' expressions. On déduit aisément des 
règles de transformation précédentes que ce sont les composantes 
d’un tenseur (ordre n n 1 ). Par exemple, les produits suivants de 
tenseurs A et B sont des tenseurs T : 


A 


jj.v U (j 


[j.v rr ■) 


BT 5 = t*?y3, a a p P>yS = , 


Contraction d'un tenseur mixte. One opération d’une 
extrême importance est celle de la contraction. 

Avec un tenseur mixte, on peut former un tenseur d’un ordre 
inférieur de deux unités en égalant un indice de caractère cova- 
riani et un indice de caractère contrcvarianl, c’est-à-dire en 
imposant la condition que ces deux indices aient toujours même 
valeur. Par exemple, dans le tenseur mixte A^ vo ., imposons la 
condition <7 = t, nous obtenons un tenseur AjJ va . qni n’esl plus que 
du second ordre. Nous avons en elïel 


(8 -ï 3 ) 
Mais 


A" 7 — 

; V UV fJ 

ÙXu ()x Y 

àx'^ ôx' v ôx'fy 

ÔXy àx' a 
ôx'q. dx% 

dx Y 

^ dxl ^ ° 

^ 3 ou que y 

0 


ou 
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substituant dans ( 8 -i 3 ) 

x ' 17 = 

* V [J.V<7 — 


É£* ^2 A ï ft ... 

éx f ^ <)x r v a P * 


A£vcr est donc un tenseur covariant d’ordre 2 ( 1 ). 

De même le tenseur de quatrième ordre AJp donne, par une 
première contraction, le tenseur de second ordre 



a a perdu son individualité et est devenu indice muet. Ce Len- 
seur de second ordre donne lui-même, par contraction, le tenseur 
d’ordre nul 

A ___ V P _ A «3 

A Ap A a p. 

Un tenseur d'ordre nul (1 composante) est indépendant du 
système de coordonnées ; c’est un invariant appelé aussi scalaire. 

En résumé, 011 voit que si l’on impose l’égalité d’un indice 
supérieur et d’un indice inférieur, on forme un tenseur dont 
l’ordre est abaissé de deux unités, parce que les qualités de con¬ 
trevariance et de covariance, correspondant à ces deux indices, se 
détruisent muLuellemcnl. 


Multiplication intérieure et multiplication mixte. — Nous 
pouvons combiner la multiplication extérieure et la contraction. 

Considérons, par exemple, le tenseur covariant de second ordre 
A^v, et le tenseur contrevariant de premier ordre (quadrivecteur) 
: par multiplication extérieure nous formons le tenseur mixte 

D jj,v = A jj, v 

puis, par contraction, nous formons le quadrivecteur covariant 

Dpt, = Djiv = A^y B v . 

Nous appellerons ce quadrivecteur produit intérieur des ten¬ 
seurs A^ v et B* 7 . 


p) Il est à remarquer que l’expression A^g. n’est pas un tenseur et ne présente 
aucun intérêt. 



De même soit 


D[j.v — A^v 3 

si, par contraction, nous formons 

Dl- D^ = Ap. v Bv- 


nous faisons une opération mixte, car c’est une multiplication 
extérieure vis-à-vis de ui et 7, intérieure vis-à-vis de v et v. 


64. Procédés permettant de reconnaître le caractère 

tensoriel. 


Procédé par invariance d'un produit intérieur, — D’après 
ce qui précède, le produit intérieur est un scalaire 

lorsque Ag$;;; et B^F;;; sont deux tenseurs tels que les ordres de 
covariance et de contrevariance du second soient respectivement 
égaux aux ordres de contrevariance et de covariance du premier. 

Inversement, lorsqu’un groupe de quantités A( p.v... a(ï... ) 
déterminées par n indices, comme un tenseur, mais dont on ignore 
a priori la nature, est tel que 

{'9-1:5 ) A (|JLV .. . a P ..* = invariant 


pour un choix arbitraire d’un tenseur à n indices donl 

n 1 indices covariants et n indices contrcvarianls, on peut affirmer 
que A([jlv... a[ 3 ...) est un tenseur contrevaxûant d’ordre n et 
covariant d’ordre n ", 

En effet, d’après (9-1 3 ), on a pour une transformation arbitraire 
(lo-rl ) A '(ma. ..ah.. .) B ai”.".' = A( pv. «. ap...) B 


Or, par inversion des formules (6-1 3 ) et (7-1 3 ) généralisées, on a 



(loo t ji 


dx v 

do?',, 


dx*. 


a 


<J&OL 


<)x'/ } 

àx{i 


B /mn 


ab 


3 


transportant dans ( 1 o-1 3 ), il vient 


A \mn. .. ab ...) — 


àx„ dxsj àx' a dx !t 

„ *_ . * * * . .. 1 « 

x', n àx' n <Àr a ()x<£ 




B ’ mn... 
£ï6 ... 


O 
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Celte équation devant avoir lieu quel que soit le choix de B', la 
quantité entre crochets est, nulle. A(pv.. . a( 3 ...) se transforme 
donc conformément aux règles de définition d’un tenseur Ajji;’;;; 
contre variant par rapport aux indices a, | 3 , ... et eovarianl par 
rapport aux indices p, v, . .., ce qui démontre la proposition. 

Par exemple, si A(pv)B^ v est un invariant pour un choix arbi¬ 
traire d’un tenseur B^ v conlrevariant du second ordre, A(pv ) est 
un tenseur eovarianl du second ordre A,^,. 

De même, soient B^ et C v des quadrivecteurs arbitraires ; si le 
produit intérieur A (pv')B^C V est un scalaire, A(pv) est un ten¬ 
seur eovarianl du second ordre A^,* 

Ce dernier résultat est encore exact si, pour un quadrivecteur 
quelconque B^, le produit intérieur A(pv)Bt L B v est un invariant 
et si, de plus, la quantité A(pv) est symétrique [ A ( pv ) = A(vp)]. 
On voit en effet aisément que A(pv)-f-A(vp) a le caractère len- 
soriel, d’où il résulte, à cause de la symétrie, que A(pv) est un 
tenseur. Bien entendu, si B^ est contrevariant, A^ v est eovarianl, 
et si Best eovarianl, A^ v est conlrevariant. 


Loi du quotient ( lïddinglon). — Une quantité, qui peut 
s'exprimer symboliquement comme le quotient d'un tenseur par 
un quadrivccteur, est elle-même un tenseur ou plus précisément 
un groupe de quantités dont le produit intérieur par un quadri- 
vecteur (covariant ou contrevarianl) quelconque, est un tenseur 
est lui-même un tenseur. 

Supposons en effet que le produit de A(pvs-... a( 3 ...) par B v 
soit un tenseur eovarianl par rapport à per..conlrevariant. par 
rapport à a 3 ... quel que soit le quadrivecteur B v . On a 


A' ( mns ... ab ... ) = 


<bvu. ().r,j 
ô.v' nL ()x' s 


ùx (l àx'f, 
()x a dxft 


À ( {JLver. . . aji ) B v ] ; 


or 


B v 


()x- 


()x r . 


B'" 


subsl ^lant, on obtient 


A'( nias ... ab . . . ) 


drçjt. ()x v <)x a ()x\, àx), 


~ C -r-L ... Af (JLvar— ) I B'" = o, 

a àx& 1 J 


ôx’ nt ôx' n <)x' s ()x a ()x$ 

B //l étant arbitraire, la quantité entre crochets est nulle, ce qui 
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prouve que À(p.vo-... ap...) obéit à la loi de définition des tenseur .s 
covariants par rapporl à p.vcr... contrevarianls par rapport à a [ 3 .. . . 

lin particulier, si À ( pv ) B v est un quadrivecteur eovariant j ou 
A( p.v )B V un quadri vecteur contre variant J pour un choix arbitraire 
du quadrivecteur B v (ou B v ), on peut en conclure que A( p.v) est 
un 1 ( k nseur du second ordre eovariant (on eontrevariant ). 


65. Les tenseurs fondamentaux. 

Le tenseur eovariant fondamental — Dans l’expression 
de l’invariant ds- (8-12) 

( 11 — i > > ds ' 1 — g^ y dxy, dx y 

dxy, jôuc le rôle d’un quadrivecteur eontrevariant arbitraire. 
Comme g PiV est symétrique ( g py = g v f) , il résulte d’une des règles 
.indiquées au n° 64 que g py est un Lenseur eovariant symétrique du 
second ordre. 

Le tenseur eontrevariant fondamental g\ jy . — Ecrivons le 


déterminant de 

s 

g\ 1 

gl -2 

glS 

n l + 



g 2 1 

g 22 

g 23 

£r , 
n jl *i* 

i r*-i.'» ) 

<y - 

f) 

gsi 

g 3 2 

^33 

g 34 



g h î 

g\2 

gkZ 

g k 4 


puis formons le mineur de chaque et divisons chaque mineur 
par la valeur g du déterminant. Nous obtenons 16 grandeurs gV* 
(io seulement sont distinctes, car gV* = g v vf qui constituent un 
tenseur eontrevariant, ainsi que nous allons le montrer. 

D’après une propriété connue des déterminants, on a 

(l ‘i~i:b gg VŒ “ 1 OU O. 

selon que p. = v ou que p. ^ v. 

Posons 

( 1 4- i > ) g\).<jg yj(J = g'f 

g'^ étant égal à i ou à o suivant que p — v ou que p.^v, au lieu 
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'expression ( i i-i 3 ) de cl s 2 , nous pouvons écrire 
ds 2 = gy.rjg* dx^ dx v — éfp.'jgvzg 017 dxy. d,r v . 

‘'après les règles de multiplication des tenseurs, les grandeurs 

d£t 7= g'u.rj dx lx 

ient un quadrivecteur covariant, puisque g'^ est un tenseur 
triant et dx^ un quadrivecteur contre variant, et comme les dx^ 
vent être choisis arbitra ire ni ont, ce quadrivecteur d^ G est 
traire. 

ou s avons dont' 

ds- = g ai d^rj dçi. 

uisque ds 2 est un invariant, que dç G est arbitraire, et que g al 
;jmétrique, il résulte d’une des règles données au n° 64 que 
est un tenseur contre variant. 


e tenseur mixte fondamental . — g^ et g' V(J étant deux 
eurs, le premier covariant, le second contre va riant, (i f-i3) 
’ime que ^/est un tenseur mixte. C’est un tenseur remar- 
)le car ses composantes conservent les mêmes valeurs dans 
les systèmes de coordonnées. 
ous remarquerons que 


•>; 


<r\ 


Cf' 1 


. A v est un groupe quelconque de quatre quantités, nous 
ls, puisque g'°■= i ou o suivant que v = cr ou que v ^ cr, 

O ) ^ = A ® -+~ O ~r~ O —f~ O 5 

l’au 1res termes, g® est* un opérateur de substitution. Ce 
ltat montre d’ailleurs directement que est un tenseur, car 
' est un quadrivccteur, le produit intérieur g® A v donne tou- 
s un quadrivecteur ; ce qui prouve, d’après la loi du quotient, 
g?, a le caractère tensoricl. 

.diquons enfin une relation importante. Désignons par |, 
|, Ig'üjlcs déterminants ayant pour éléments respectifs les g^ V: 
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D’après la multiplication des déterminants, oh a 


I.^a^ av | = ISVal ! g™\ 

Comme on a aussi 

I frOCV I — [ <rV I — t 

I t» fJ-Oi t) I — I [J. | 5 

on voit que 

1 1^11^1=1 



ÏJÇ) 


66. Tenseurs associés ( I ). 

.Les trois tenseurs fondamentaux qui viennent d’être définis 
permettent de transformer les tenseurs, c’est-à-dire de construire 
de nouveaux tenseurs de types différents en faisant passer à 
volonté un indice de bas en haut ou inversement. 

Par exemple, partons d’un quadrivectcur contre va riant A\ x ou 
d’un tenseur contrevariant Al JV , nous pouvons écrire 

A^= ^ a A a , At*- V = g** A£, Al = ^A\. a p, gï* g'? 

Nous avons ainsi défini un nouveau vecteur A a , covariani, ainsi 
(pie deux tenseurs, F un mixte A’i, l’autre covariant A a p. 

Nous avons de meme 

- v (J- — o [J-oc i p, — ^ tj.ot • v 

Les vecteurs A, x et sont dits associés Van à Vautre; de même 
les tenseurs A^ v , A'^ A^ v sont associés en Ire eux. 

On doit remarquer qu’il n’y a aucune contradiction dans les 
définitions qui précèdent, car si l’on élève un indice, puis qu’on 
l’abaisse, on retrouve le tenseur primitif. En effet, on a par 
exemple 

A;;,(B = o vp A^ = g v p g va A (J, a = Ajj.a™ A jxp. 

En cas particulièrement remarquable est celui oii les ont 
les valeurs galiléennes (10-12). Dans le cas de l’espace à trois 
dimensions où l’élément de ligne est cll- = dx- -f- dy- 4- clz 2 , les 


( 1 ) Eddington, Espace , 'Temps, Gravitation; traduction française par 
J. Rossignol, partie théorique, n° 1<S. 
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év gtdilécns ont pour \aleurs i ou o suivant que p = v ou < 
p. v, de sorte que les opérations précédentes ne modifient 
les composantes d'un tenseur d’espace tridimensionnel ; dans 
cas de l’Espace-Temps, 

<ls* = - (tX'j — dXi — ctX-j -h t/X?, 


les valeurs non nulles des sont —i pour les termes d’esp 
et -f- 1 pour le terme de temps : élever ou abaisser un ind 
c b ange simplement le signe de certaines des composantes, 
peut donc utiliser un quelconque des tenseurs associés p< 
repr ésenter un ensemble de grandeurs physiques sans entrer 
conflit avec les définitions des anciennes théories. 

L’existence des tenseurs associés, qui représentent chacun i 
même entité physique, montre qu’une entité n’est pas, en cl 
même, co variai Le, contreva riante ou mixte; on peut, à volonté, 
attribuer des composâmes ayant celui des trois caractères qu 
veut. 


Invariant contracté . — Tout tenseur d’ordre pair permet 
lormer un invariant : il suffit d’amener la moitié des indices 
haut, la moitié en bas et de contracter complètement; ou obth 
évidemment le même scalaire, appelé invariant contracté , q 
que soit celui des tenseurs associés d'où l’on parle. 

Soit, par exemple, A [J(V(7p : on forme À£Ç, puis A = Aj£J. On p< 
aussi former des invariants dérivés tels que A [ÀVcr p 4^ vcr P, A“ va AS 


67. Longueur généralisée d’un vecteur. Condition 
d’orthogonalité de deux vecteurs. 

Dans la théorie vectorielle ordinaire (espace seul ), on appc 
produit scalaire de deux vecteurs A et B le produit de let 
longueurs par le cosinus de l’angle que forment leurs directioi 
ce produit a pour val eu r 

(18 i 3 ) A x ÀjB r -b A-B- = (en notation abrégée). . 

Les coordonnées étant galiléennes, les trois qui ne sont { 
nuis sont égaux à i et il n’y a pas à faire la distinction de vectei 


Atro ni on f C Ol aaa t ï'mm-nn ni f 
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Le carré de la longueur d’un vecteur peut être considéré comme 
le produit scalaire du vecteur par lui-même. 

Deux vecteurs sont orthogonaux lorsque leur produit scalaire 
est nul. 

Ces notions se généralisent facilement, dans le cas de coor¬ 
données quelconques, grâce à l’introduction des quadrivecleurs 
covariant et contrcvarianl associés. Le scalaire 


Àu. B H- = AP B u 




^avAPBv 


dont ( 18 — 1 3 ) est la forme dégénérée en coordonnées galiléenneî 
et pour trois dimensions, est la généralisation du produit scalaire 
de la théorie ordinaire. 

Le carré, de la longueur généralisée d’un quadrivecteur AS 
(ou A^) est le scalaire 




l 2 = A^AP = APA V = A f< A v . 


Enfin la condition d’orthogonalité de deux quadrivecteurs Aj,. e 
Bjj,, ou Ap et Bp est • 

( 9,0-1 3) À^BP=o ou APJ^= o. 

Si un vecteur A^ subit un accroissement orthogonal infinimen 
petit dA^ (ou si Ap subit l’accroissement rfAP), sa Ion gu eu i 
11’éprouve qu’une variation du second ordre ; on a, en effet, er 
n’écrivant pas les termes d’ordre supérieur au premier 

( l dl ~ ( A| X h- ) ( A P<s?AP J, 

= A ^ A P -h* Ap d Ajj 4 -f- Ajx <9?AP = —f- o H— < > 


puisque, l’accroissement étant orLhogonal, on a 

Ap a?A (i — Ajx <s?AP == o. 


68. Expression invariantë de Fhypervolume. 
Densité tensorielle. 

Chère fions d’abord la loi de transformation du déterminai! 
o = I oV v !• D’après (7-1 3 ), 


on a 


l6‘2 
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ce qu on peut écrire 


„ 0 . 

/ 

àx^x 

àx v 


()Xx 

ro ) 

f y l - 

-- 

<)x ! g 

<)xl 

1 S\vj ! = 

<)x<j 


ou 

(22-13 ; 




()x<i 


J- 


Nous prenons \J—g parce que g est toujours négatif, ainsi 
qu’on le voit aisément car d’après (21-id) g ne change jamais de 
signe, et^ = — 1 pour les valeurs galiléennes ( 10-12 ). 

D’autre part, la loi de transformation de l’élément de quadri- 

volume ! 

<r/w = dx 1 dx 2 dx,i dx 4 

est, d’après un théorème connu de Jacobi, 


(•23 i3) 


dt 0 ' 


ÔXu 


dv. 


Multipliant (:22 -i3 ) et ( 23 -i 3 ), il vient 
( 24-1 3 ) \J — g 1 d(d = yj — g di 1 ). 

Dans l’Univers euclidien tangent, et en coordonnées gali¬ 
léennes (X,, X 2 , X 3 coordonnées rectangulaires d’espace, 

X», =ct U l’élément d’hjpervolume esL 


1. 


d&Q = dXi dX* dX% dX u avec \J-^~ g 
On a donc 

(a5—13) c/w 0 = \J—g du> = \J — g' d<d = invariant. 

Densité tensorielle. — Soit maintenant Tjïf;;; un tenseur faisant 
partie d’un champ tensoriel , l’intégrale 


f fS f T îv"‘V— 


prise entre des limites définies d’une façon absolue, est elle-même 

un tenseur, puisque \J — g cUù est un invariant. 

Il est logique de considérer comme unité de qu ad ri volume la 
cellule quadridimensionnelle dont les arêtes ont des longueurs 
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unités par rapport aux coordonnées utilisées; c’est pourquoi l’on 
donne à l’expression T^;;; y/— g le nom de densité tensorielle . 

Lorsque nous verrons intervenir le facteur \/ — g, nous saurons 
que la signilication physique se rapporte plutôt à la densité tenso¬ 
rielle qu’au tenseur» 

Quelle que soit la nature de la portion d’Univers considérée (Uni¬ 
vers euclidien ou non), il est toujours possible de choisir les coor¬ 
données qu’en tout point-événement on ait \J—g = i. Si en effet 
trois des quatre familles d’espaces coordonnés tridimensionnels 
ont été prises arbitrairement, on peut toujours choisir la quatrième 
de façon à diviser l’Univers en cellules ayant toutes le même qua- 
d ri volume ; avec ce choix de coordonnées, il n’y a plus de distinc¬ 
tion entre tenseurs et densités tensorielles et les calculs sont 
souvent très simplifiés. 


69. Différentiation covariante ou formation de tenseurs 

par dérivation. 


Symboles de Chris toffeL — Dans la suite, nous ferons un 
usage constant des deux symboles suivants : 


(•>- 6 - 13 ) 


(»7-i3) 


Premier genre. 


[JLV 

X 


L ( ^ U ' A 

2 V <Xr v 


<)x. 


àg 


(AV 


(A 0x\ 
il n’y a pas de sommation), 


Deuxième genre* 
t [AV 

( X 

(sommation par rapport à a). 



De cés définitions, on déduit 


(28-i3) 

En effet, on a 


{AV 

X 




\ ^ 
) a 



( i » v 1 


r 


r «fvi 


r mi 
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Nous voyons encore que 




("i, r 

i J^L 


àffjLk 

ÔXy 


Les expressions qui définissent les symboles sont symétriques 
en p. et v. Il existe quarante symboles differents de chaque genre. 

Nous verrons plus loin que, de même que les g'^ v sont Les com¬ 
posantes du potentiel généralisé, les j ^ j sont les composantes de 
la force généralisée, mais alors que les composantes du potenliel 
forment le tenseur les ! | ne constituent pas un tenseur. 


Dérivée covariante d’un quadi ivecteur. — Partons d’abord 
d’un tenseur d’ordre nul ou scalaire. Sa dérivée est un quad rivée- 
teur covariant. 

On a, en effet, cp étant une fonction de point invariante dans 
toute transformation de coordonnées : 

do dxu ()<ÿ 

àx[ x <)x\j. éxu 9 

ce qui prouve (4 ~i 3) que est un vecteur covariant. 

vX a . 

Mais on ne peut pas continuer dans cette Voie ; la dérivée d’un 
quadrivecteur n’est pas un tenseur. 

Nous pouvons cependant trouver une expression tensorielle 
qui remplacera la dérivée ordinaire ( 4 ). 

Il nous faut d’abord établir une formule auxiliaire. 

Partons du tenseur covariant nous avons, par une transfor¬ 
mation de coordonnées : 


d’où, par dérivation, 


, àxa éx& 

3>v = — T-r^ a(3; 
OX {X dXy 


<^{xv ( à*x a dx$ ù^Xol àx a àxp ùx y àg a p 


( 0*x a 

(3o ~ l3) lÿ 


X àx'v àx'^ dxyj àxy 4 àxy ôx\ àx^ 


Dans le second terme de la parenthèse nous avons permuté les 


(*) Eddingkton, Report on the theory of .gravitation, p. 36. Espace, Temps et 
Gravitation , partie théorique, bl® 22. 
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indices a et (3, ce qui est légitime puisque ce sont des indices 
muets ; de plus, dans le dernier terme, nous avons écrit 

() _ ÔXy <) 

ôx' x ~ âx' x àx r 


Nous avons de môme les formules 
/3 ^ = ,, f__à^çç_ àxa fjfg ^fr ? 

<)x'y, ^ \ àx f v dx'^ âxy àx'i dx'y, ()x v J dx'y. àxy àx'i àx a 

n> _ 3ï - ( <)KXa dx $ ()±x « ( !fl 

<)x' v ()x'y àX' k ()xy ()x v <)x[j 4 / àx{j. ()x v ()X' k àxfi 


Nous avons interchangé dans les derniers termes les indices 
muets a, [3, y. 

Ajoutons (3 1 ) et (32) et retranchons (3o), nous obtenons 


(33-i3) 


~ p.v y __ o ù^x^ àxz àxp t)Xj r ap " 

^ J ti ap dx v dx'y y _ 


et, en multipliant les deux membres par g’^P 


dx= 

dx' 9 ’ 


(34-i3) 


fJLV )' ÔXz 

P i dx'n 


( ff 'ip à .fi ,, ag d y* 

\ ()x\ ôx'o ) <)x^ dxi, 

+ f^x 9 ( !fl ( !f±\ îi£» ( !fl PH 

\* àx r 9 ) dx ^ L T J 

= - ff fü- -+- ÙX ± tv. [*? 1 

^ dxy. dxij àxli <)xy L T J 

[d’après ( G - 1 3 )] 

___ () 1 x z âxoi t a(J ) 


àx'y, <)x' v âxy. <)x'y ( £ ) 

[d’après (i4-i3), ( iG-i 3 ) et ( 27 ^- 13 )J 

C’est la formule auxiliaire dont nous allons nous servir. 

Soit maintenant A^, un quadrivecteur covariant ; nous avons 


An 


et, par dérivation, 


<}** /V 
-T~r - v cr 

ÔXy, 


()Ay t ()x G ()x x <)A g ô- x a 


<)x{ 


âxy, àx'v àx v ùxy. àxij 


7 
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Remplaçant • —, X * T par sa valeur tirée de la formule auxiliaire (3 -f ), 

(/<// jj vvC 

nous avons 

/r-.T-n ()A -V \ t av / 'a () ' t g <)x ? à.v a | A 

{ J ïhZ-\ p \ k °^ = à4.àZ^c~à7 v .à^'{ - \ *■ 

^ Xn - A' 0 cl d’autre part nous pouvons remplacer dans le 


Or À 


c <)x‘ 


dernier terme les indices muets a, S, a* par g-, t; p. En posant alors 


f 36-i 3) 


A 


<)A~l 




[JLV 


Àp. 


L’équation (35) s’écrit 


/ ()û0 (J ÔOPfÇ 

A(J.V — - -T“ — 7 " iV 


~ iV <rt3 


ce qui prouve que A^v, défini par (36), est un tenseur covariant. 
Nous avons donc atteint le but que nous nous étions proposé. Le 
lenseur se nomme dérivée covariante de À (X . 

Introduisons maintenant le quadrivcctcur contre variai! I A !; ' as¬ 
socié à A^. Nous avons 

Au = ffrsç A P. 

D’après (36), nous pouvons écrire 

à . \ crv ) 

A,v= i a [ p ' ir - A ' 


À d.r v 

dAP 


<*-1 




AP 


pv 

a 


crv ~ 

. P . 


[(Faprès (y.8-13)] 


f d’après ( .>.9— 13 ) 


Multiplions enfin les deux membres par pour faire passer un 
indice en liant; nous trouvons 


( 37-13 ) 


. u, éAî J ' ( pv ) 

A v — —t— H— j > A P. 
dr v ( \x ) 


Le tenseur mixte Aÿ est la dérivée covariante du quadrivcc- 
teur contrevaricmt A^* (elle est appelée covariante parce que la 
différentiation introduit un indice covariant v). 



CHAPITRE XIII. 


NOTIONS DE CALCUL TENSORIEL. 


167 


opérations précédentes et former la dérivée covarianto d’un tenseur 
quelconque. Prenons le cas d’un tenseur covariant du second 
ordre. Un tel tenseur peut être considéré comme la somme de ten¬ 
seur du type B> k ( 1 ) ; d’après (36-i3), les expressions 

__ \ Xv ) ^ _ i [av ) c _ 

<).v v ( £ ( dr v ( £ ) 

sont des tenseurs. Multiplions la première expression par C (J ., la 
seconde par B> : nous obtenons des tenseurs d’ordre 3, dont F addi¬ 
tion donne le tenseur 


(38-i3) 


Axw, 


àAiy. = Uv ) 


■su. 




H-Y ' A 

O a 


Aï 


en posant Axu.— BxC |Jf . Comme le second membre est linéaire et 
homogène relativement aux A) >{JL et à leurs dérivées premières, cette 
formation reste lu même pour une somme de tenseurs tels 
(pie BxCji, c’est-à-dire pour un tenseur covariant quelconque 
d’ordre 2 . Le tenseur A)^ v est appelé « dérivée covariante du 
tenseur Axp, 

Le résultat 

(3 9 -i 3) AXtxv= (BxC^v = BxvCjt-t- B* <V 


( î ) Von Lauk donne la démonstration suivante {Die fielativilâtsthéorie , II 
lîand, p. 49). Soit un tenseur du deuxième ordre, désignant ses composantes 
pour un certain système de coordonnées. Donnons-nous d’une manière absolu¬ 
ment arbitraire un groupe de quatre quadrivecteurs ayant dans le système consi¬ 
déré les composantes B^, C* A , D^, E^; nous supposerons toutefois que le détermi¬ 
nant formé par les B^, C- À , D), E* A , est différent de zéro. Nous pouvons alors 
déterminer un second groupe de quatre quadrivecteurs de eoimposantes B) v , Cx, 
Dx, Ex, tel que 

'V - B, B'.+ C^-t- D X I>[ J .+ K X IÎ^. 

On aura en effet B' t , Cp Dp en considérant les quatre équations linéaires 
à déterminant non nul 


l 7a 


-= c x c;-+- d x d;h- 


k x e; 


(A 


I 


2,3,/,). 


On obtiendra de même Bi>, G',, etc. 

* Les tenseurs du deuxième ordre A Xa peuvent donc se décomposer en spmmes 
de produits de quatre paires de vecteurs. Cette démonstration sc généralise pour 
un. tenseur d’ordre quelconque. 
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montre que la différentiation covarianle est une opération distri¬ 
butive comme la différentiation ordinaire. 

On obtient d’une façon analogue les dérivées covariantes des 
tenseurs contrevariants et mixtes du second ordre. On trouve 


(4o-i3) 

A^ = 

ôx, t 

| ^ | H- ’ 

S £V l 

( n\ 

Ah 

1 

( 41 —i3) 

aF = 

AV 

dk\ , 

OXy 1 

î Xv ! Af 4- 
( £ ) “ 

( £v ; 
ï 4 ( 

) A £ 

[A- 


Pour un tenseur d’ordre quelconque, par exemple A^ v , on a 


a P = _A p 

ÔXa ^ 


Xcr 

£ 


A P 


[XV 


(JLT 

£ 


A P 
A X£V 


ver ) p 

( £ î 


o < A> 'P' 


(J.V. 


Nous pouvons comprendre dès maintenant, l’utilité de la dérivée 
covariante. 

Lorsque les sont constants, ce qui est le cas en coordonnées 
galiléennes, les symboles de Gbristoffel sont nuis ; les dérivées 
covarianLes des tenseurs se réduisent aux dérivées ordinaires. Donc, 
lorsqu’une loi physique est exprimée en coordonnées galiléennes 
par une relation où figurent des expressions qui sont visiblement 
des formes dégénérées de tenseurs et leurs dérivées ordinaires, 
nous pouvons, toujours en coordonnées galiléennes, remplacer les 
formes dégénérées par les tenseurs eux-mêmes et les dérivées ordi¬ 
naires parles dérivées covariantes ; en coordonnées galiléennes, 
rien n'est changé cl en même temps la loi est mise sous une forme 
tensorielle générale. Cette forme est celle exigée par le principe de 
relativité, car elle est indépendante du système de coordonnées : 
c’est certainement l’expression générale de la loi en coordonnées 
arbitraires dans un univers euclidien et c’est presque toujours (*) 
l’expression de la loi dans un univers non euclidien, dans l’Uni¬ 
vers réel où règne un champ de gravitation. 

Voici un exemple (Eddington) : supposons que nous cherchions 
l’équation générale de la propagation d’un potentiel cp avec la 
vitesse de la lumière. En coordonnées galiléennes 

X, = a?, X 2 = y, X 3 = z, X 4 = et, 


C 1 ) C’est nécessairement l’expression générale quel que soit le genre d'Espace- 
Temps lorsque le principe d’équivalence (n°55) est applicable. Nous préciserons 
plus loin (n° 77) les conditions de validité de ce principe. 
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cette équation est 


( 4 - 2 - 13 ) 


□ <p 


â- 9 

Jxf 


<)' 2 cp 

<7x| 


() 2 cp 

5 xf 


o 




o. 


Les valeurs galiléennes non nulles des sont 


o-ll —; rr'i 2 - t>*33 — _ r » cr 44 - 

£> <b 4? *7 4? 


5 


nous pouvons donc écrire (en coordonnées galiléennes) : 

à' 2 o 


C43-i3) 






o. 


Le potentiel étant un scalaire, sa dérivée ordinaire est un vecteur 
covarianL (la dérivée ordinaire d’un scalaire est toujours iden¬ 
tique à la dérivée covariante); en coordonnées galiléennes, nous 




pouvons remplacer la dérivée ordinaire de ce vecteur par la 

0 


dérivé covariante cp^ v et écrire 


(44-i3) 




O. 


Jusqu’ici les coordonnées galiléennes sont nécessaires. 

Mais maintenant nous remarquons que l’équation (44) est sous une 
forme tensorielle,. et il y a meme cette particularité que le premier 
membre est un invariant pour tous les changements de coordonnées. 
Cet invariant étant nul pour des coordonnées galiléennes estnéces- 
sairement nul dans un univers euclidien avec des coordonnées 
arbitraires : 


(45-i3) 




ô 2 © 

i 

()xy t ctr v 


S i-tv ) 

( « i 


= o. 


Telle est l’expression de l’équation (4^-i3) en coordonnées curvi¬ 
lignes, mais toujours dans un univers euclidien, car ùne transfor¬ 
mation de coordonnées n’altère pas la nature de l’Espace-Temps. 

11 est donc démontré que si le potentiel cp se propage suivant la 
- la loi (42-i3) en coordonnées galiléennes, il se propage suivant la 
loi (45-i3) dans n’itnporte quel système de référence et quelles 
que soient les coordonnées choisies dans ce système, pourvu que 
l’univers soit euclidien. 

Est-ce aussi l’expression générale dans l’Univers non euclidien, 
c’est-à-dire dans un champ de gravitation? certainement, si le 
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principe d’équivalence est applicable, c’est à-dire si nous pouvons, 
pour le phénomène de la propagation, remplacer en chaque point 
d’Univers F Univers réel par T Univers euclidien tangent. D’après 
ce que nous verrons plus loin (n° 77), il en est bien ainsi parce que 
les dérivées des g 1VJ d’ordre supérieur au premier ne iigurent pas 
dans (45-13). 


70. Signification de la dérivée covariante. 
Déplacement parallèle. 

4 W 

Soit A mi vecteur que nous supposerons d’abord, comme dans 
la théorie ordinaire, tridimensionnel dans un espace euclidien; 
prenons des coordonnées galiléennes : si nous déplaçons ce vecteur 

sans le faire varier, parallèlement à lui-mèmc, la dérivée est 

• 1 7 dsr v 

nulle. C’est ainsi que dans un champ de vecteur uniforme, on a 
en tout point —- = o. Mais si le champ n'est pas uniforme, la 

dérivée n’est pas nulle et donne le taux de variation du vecteur 

suivanL la direction x v . Ce résultat s’étend évidemment à un qua- 
d ri vecteur pourvu que l’cspacc-temps soit euclidien et que les 
coordonnées soient galiléennes. 

Si les coordonnées ne sont pas galiléennes (espace-temps eucli¬ 
dien ou non euclidien), la dérivée ordinaire ne peut plus repré¬ 
senter le taux de variation absolue, car il se produit une pseudo- 
variation due à la nature curviligne des coordonnées ('). Un 
tenseur seul peut donner le taux de variation absolue et ce ten¬ 
seur est nécessairement la dérivée covariante puisqu’il doit se 
réduire à la dérivée ordinaire quand les coordonnées sont gali- 
léenncs (symboles de Chris toffcl nuis). Soit alors AP un quad ri vec¬ 
teur contrevariant (ou A^ un qu ad rivée teur co va riant) ; la dérivée 

covariante Aÿ (ou A^) est formée du terme ^ ou -y—j qui 
mesure le taux de variation apparente , auquel il faut ajouter le 
terme j ^ j A a ^ou le terme — j j Aattribuable à la courbure 


( l ) Par exemple, dans un champ de force uniforme, les composantes polaires 
de la force varient d’un point à l’autre. 
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des coordonnées el qui disparaît en coordonnées galiléennes. Ainsi 
la composanlc Aÿ (ou A) de la dérivée covariante doit être con¬ 
sidérée comme représ cillant en chaque point le taux de la variation 
absolue, suivant la direction de la composante A J ' (ou A^) du 


vecteur ; 
enfui — 


à\V' 


<)x v 

av ( A a 


^ou est le taux de la variation apparente-; 


ou 


\ M-V / 


__ , • A-, ) est le taux de la pseudo-variation. 

P\ \ / « \ J 1 

Supposons qu’on déplace un vecteur suivant un certain contour ; 
dans un espace euclidien et en coordonnées galiléennes, la condi¬ 
tion nécessaire et suffisante pour que le vecteur reste de même 
longueur et parallèle à lui-même pendant le déplacement 


est 


dAt* 


dAu. 


O OU —- 


. —v. , v,v. , —o )* Celte condition étant la forme déeré- 

ÔOCy J ^ 

nérée de féquation tensorielle AÇ = o (ou <>), nous dirons 

que l’annulation de la dérivée eo va ri an te d’un quadrivecteur en 
tout point d’un contour exprime un déplacement a sans variation 
absolue » (Eddington) ou encore un « déplacement parallèle » 
(Wejl) le long de ce contour, bien qu’il ne puisse être, dans le cas 
général, question de « parallélisme » au sens de la géométrie 
euclidienne. ‘ . 


71. Quelques formules utiles. 


i° "Nous avons nu (pd-id) que 

J ' a = o ou 1 simant que v A" a ou que v = a; 


on a donc 

( 46- 1 3 ) gl 1 * dg jj, v -u dgP* = o ; 

d’où l’on déduit 


(4 7” fl 


g** g*? dgp, 


& (AV 


g y fi dg\ lc *- = — g? dgl J * a 
I* 


dg*?. 


On a de même 


( 48 - 1 3) 


dffaft — — n)j.;x dffV-v. 


2° Soient A“P, A a a deux tenseurs associés. Multiplions par A “? 
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les deux membres de l’équalion précédente (18); nous obtenons 
( 49~ l 3) dg a p = — ApLv dgU» = — A a p dg*V. 

3° g étant le déterminant | g^ v |, cl g se forint 1 en prenant la dif¬ 
férentielle de chacun des g^ en la multipliant par le mineur cor¬ 
respondant à gp V et en faisant la somme algébrique de Ions ecs 
produits. Nous pouvons donc écrire 

{5o -13 j dg =. g gV» dg^ t ; 

d’où nous tirons 


( 51 —13 ) 


<*(bog£9 = g^dgu. v 


f] <> [J'V 

«S y.v w * 

4° Contractons le symbole de Ch ri stoffel de deuxième genre 
(27-i3): 

<)*,„ d£ Êi rf£ !i p\ I à gt>z 

P 


<*-*> + 

{ P ) a \ ^X p àj'n <)x z J 


_01 

()Xn 


car on peut permuter les indices muets p et e et l’on voit que les 
premiers et troisièmes termes des parenthèses disparaissent dans 
la sommation. • 

D’après (5o-i3), cette dernière formule s’écrit 

( 53 -j 3 ) W^P ) l l _ à bog s/— g 

\ p \ a g àxy. <)x v . 


72. Divergence d’un tenseur. 

Dans la théorie habituelle des vecteurs d’espace, on appelle « di¬ 
vergence » le scalaire 

<)k X ()\y <)\- 

-+- ~r+ -T- ' J 

<)x a y üz * 

nous pouvons la l'epréscnter, dans notre notation, par 

à\u 

» ■ . 

àx []t 

i° Quadrivecteur contres aria ni. — La généralisation s’im¬ 
pose; il faut considérer la dérivée covariante et prendre le scalaire 
Aj£. Nous appellerons donc divergence la dérivée covariante 
contractée . 
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D’après (.*>—— 1 3), nous avons 


A 


,u. 


t)\V- 

11 

<)AV- 


| p! " I AP 
( f* ) 

û Log A 


dAP' 

d./.*n 


AP 

A! J - 


ôx, 


[d’après ( A3— 1 3 )] 


d/- 




/ 


ôx. 


( à t~i ‘> ) 


ô 


— g pt 


dj: 


-(ahV-aO 


Désignant les densités (ensoriellos par des lettres de ronde nous 
pouvons écrire 
< 55-13) 


Vu. 


<)XV 


()X 




2 ° Tenseur mixte du second ordre. — Nous appelions, de 
même, divergence la dérivée covariante contractée. 

D’après ( 41 — 1 3 ) nous avons 

dAji 


A V _ 

t ) T 


EV 


i A £ ^ lJ ' V l A v 

V ( I s MVe ‘ 


Les deux premiers termes se réduisent, comme plus haut, à 

~ ( Ajl \J — g ) i 


v 7 — 

de sorte que la divergence s’écrit 


Aav 


ô 


/_ g <)xv 


( ApV— A*) j * ! As. 


( e \ 


L’expression se simplifie lorsque A^ v est un tenseur symétrique, 
car le derniër terme 


I fàg^OL 


se réduit à 




h VOL 


X \ ÔXy 


âx 


1* 


g <Mkï 

àxj* Ae 


I 

‘2 ÔX 


A<* v 




et l’on obtient pour l’expression de la divergence 

ÔXsj ' ^ ^ ° ^ 2 ÔX 


(56-i3) 


A [JLV 


yj— é 


t»* 
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ou, ce qui revient au meme, d’après (49 -1 


( 37 - 1*5 ) 


Atj.v 






à 

0:r v 


(AïV-o) 


■erp 


0g a 9 
<)x v . 


3° Tenseur contrée ariant du second ordre. La divergence 


•est 

ns-i3) 


v M-v 
v v 


—— JL ( AF /— /) -+- j v> i A £v . 

y/- nr 0X V ( [J. \ 


Le dernier terme disparait lorsque le tenseur est symétrique 
gauche. 

En résumé, en introduisant les densités lensorielles, nous 
avons 


•( 59-1 :>) 


d , V 1 a dri'fJO 


ÔX V 


'l‘> [1 


,1^9 
2 ô.r 


(pour les tenseurs symétriques), 




(6o-i3 ) -Uv V = - (pour les tenseurs symétriques gauches). 


78. Le tenseur de Riemann-Christoffel. 


Nous nous proposons maintenant de chercher les tenseurs qu’on 
peut obtenir par différentiation à partir du tenseur fondamental 
des seul. La solution paraît évidente : il semble qu’il suffise 
de former la dérivée covariante du tenseur mais on constate, 
en remplaçant dans (38- 1 3) Axp, par g^ que le tenseur ainsi 
obtenu est identiquement nul. 

On arrive cependant au but de la façon suivante : 

Formons la dérivée seconde co variante d’un vecteur arbitraire A^; 
d’après les formules (36- 1 3 ) et (38- 1 3) nous pouvons écrire 


. à 

A ^- dx„\d^ 

__ ) P1 
/ P 1 

| A p) _ ; 

\p a 'l 

1 ï i 

/dA g 

\da? v 


_ à*A v . 


d\ p 

j fitJ 

) dA g 

C vd t / dAji. 

dû? (j ÔXyj 

l P i 

()x<j 

\ e 

) àx v 

l t ( t)x z 

-r:l ! 

*“ÎA p 

P ) 1 

- 17 ! 

1 \ £V 

) i P 

| Ap- 

_A --l^ v 


dA a t (jls 
<)x s ( p 



Fo rmons le tenseur A^ — A^ ; dans cette différence, les 
termes symétriques en cr et v disparaissent; dans le second terme 
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nous pouvons remplacer p par s, de 
troisième terme disparaissent aussi d 
finalement 


sorte que le deuxième et le 
ans la différence ; 11 vient 


>( 61 —i > ) 


^ a ver ^-u. 


(TV 




R p 

1 v ;j.v a 


£ 


SV ) j [JLV 

? I ( £ 



à J |JLT ^ () J [JLV | 

ÙX V { p \ dXrj ! p \ 


Puisque A^ va — A^ est un lenseur, et que A p est un quadri- 
vecteur covariant arbitraire, il résulte de la règle du quotient que 
RjJvrr est un lenseur. C’est le tenseur de Riemann-Chri stoffel ( i ). 

O 11 peut lui associer un lenseur entièrement covarianl, en fai¬ 
sant passer en bas l'indice p : 


< Ga-!*! j 



En dé\eloppant les deux premiers termes de la dernière expres¬ 
sion. on constate que R^ V crp est symétrique gauche en p. et p ainsi 
qu’en v et a-. 

Il est essentiel de remarquer que ce tenseur appartient à la ca¬ 
tégorie des tenseurs fondamentaux, puisqu’il n’est constitué que 
par les potentiels du champ de gravitation (champ de force j 
et par leurs délavées. En partant de ce tenseur nous pourrions 
former d'autres tenseurs d’ordres de plus en plus élevés, mais 
nous pouvons aussi obtenir par contraction de R£ vo . un Lenseur du 
.second ordre : ce dernier présente un intérêt considérable. 

Le Lenseur contracté, co variant, du second ordre, s’obtient en 
égalant p et a-, il est symétrique et a pour expression 

r - () \ ) . S pp M V£ | , () \ pp l \ p v M £ p l 

Kfw -~ 5^1 P ci « Il p r^l ? M s s! p r 

Les . deux derniers termes se simplifient, d’après (53— 1 3) et 


( 1 ) Désigné dans beaucoup d’ouvrages par tenseur contracté est sou¬ 

vent indiqué par G uv . 
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F on a ( 


(63-13) 


Si nous choisissons les coordonnées de manière que y/ — g = i, 
R^ v se simplifie beaucoup, par disparition des deux derniers 
termes. 

Il est à remarquer que le tenseur (63- 1 3) est le seul tenseur qu’on 
puisse obtenir par contraction du tenseur de Riemann-ChristoIFeL 
En effet, d’une part, en faisant p = v, on obtient le même tenseur 
contracté, R£ v<7 étant symétrique en v et a-; d’autre part, si l’on 
fait p = pi, le résultat obtenu est identiquement nul car 

R^ver = Hpvcrp = O 

puisque R^p est symétrique gauche en p. et p. 

Le tenseur de Riemann-Ghristoflel, le tenseur contracté Ry. v et 
l’imariant contracté R = ^ v Rp.v jouent un rôle capital dans la 
théorie de la gravitation. 


R , _ ' uv t ^ 5PP I ] ' n I à2 L °SV / — Z _ ) K' ) àLo'j;^/— g 

V ' 1 i)xp ( p <j ( s ) i p i (top- àsr,, ( e ^ tixi 


X l ) Pour les lecteurs qui ne seraient pas encore familiarisés avec la notation 
abrégée, indiquons les sommations; les indices muets sont e et p, de sorte que la 
composante correspondant aux indices p. et v est 


R 


F- v 



P 


Ô ( 


F* 

P 



P 2 




d 2 Log sj- 


dx [K dx^ 



Log s /— g 
àx. 
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CHAPITRE XIY. 

THÉORIE DE IA GRAVITATION ET DYNAMIQUE. 


JJn champ de gravitation (au sens généralisé : champ de force) 
>eut être modifié par nu changement de système de référence, 
nais il n’en est pas moins vrai que la* matière modifie l’Espace- 
femps d’une façon absolue. L’univers possède, en chaque point, 
me structure géométrique connexe de la présence ou du voi¬ 
sinage de la matière ; cette structure dépend des lignes d’Univers 
le toutes les portions de matière et d’énergie existante, car nous 
>avons que toute substance est accompagnée d’un champ de gra¬ 
dation pernfhnent, un champ qu’il est impossible de faire dispa- 
•aître dans son ensemble par un choix convenable du système de 
•éférence. 

En d’autres termes, le système de référence est arbitraire, et le 
Jiamp de force est relatif, en ce sens qu’il dépend du choix de ce 
système, mais la structure d’Univers en présence d’une distribution 
iéterminée de matière est absolue, car cette structure ne saurait 
Hre changée par le fait qu’il plaît au mathématicien d’adopter tel 
>u tel système de coordonnées. 

Il est donc évident que, dans un changement arbitraire de 
coordonnées, les valeurs des potentiels g^ doivent rester com¬ 
patibles avec une même structure d'Univers, C’est dire que 
es g^ v sont nécessairement assujettis à certaines liaisons. 

Les équations les plus générales exprimant les liaisons qui 
boivent exister entre les dix potentiels de gravitation pour que 
zeux-ci, dans un changement arbitraire de coordonnées, se 
codifient en restant compatibles avec une même structure 
L Univers, doivent être, comme toutes les lois physiques, des 
équations intrinsèques indépendantes de tout choix particulier 
ie coordonnées . 

Ces relations constituent la loi de la gravitation . 


BECQUEREL 
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Pour résoudre ce problème, Einstein ira eu que les données 
suivantes : 


i° Les formules qui expriment les conditions generales aux¬ 
quelles doivent satisfaire les dix potentiels sont des relations 
tensorielles ; 

2 ° A distance infinie de toute matière ou de tout rayon mon eut, 


l’Espace-Temps est euclidien ; 

3° La loi générale de conservation de l'impulsion cl de 
doit être satisfaite. 


l'énergie 


Il est remarquable que ces. conditions aient sut fi pour déterminer 
la loi de la gravitation. 


I. — LOI DE LA GRAVITATION DANS LE N IDE. 

74. Signification du tenseur Riemann- Christoffel. 

Lorsque F Espace-Temps est euclidien, on peut, choisir des coor¬ 
données galiléennes; les g' {J , v étant constants, tous les symboles de 
Christolïel disparaissent et toutes les composantes du tenseur de 
Riemann-Christo 1 Fo 1 R^ va s’annulent; mais alors ees composantes 
s’annulent aussi dans tout système de coordonnées (propriété fon¬ 
damentale du caractère tensoricl). 

L’équation 

(l-l4) RP V0 . = ° 

exprime donc une condition nécessaire pour que FRspaee-Temps 
soit euclidien. 

On a d’ailleurs démontré que celle condition, qui se réduit à 
20 équations distinctes(*), est suffisante : lorsqu’elle est remplie, on 
peut meure ds- sous la forme' galiléenne («* R : :o si pév; 

éfu “ i?2 2 = ^33 = - I ; = H~ I ). 

Ainsi*, U annulation du tenseur de llieman n-Ch ristojfel 
exprime que VEspace-Temps est euclidien . 


P) résulte du fait que est symétrique gauche on u et ( o ainsi qu’en 
v et c. 
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Condition dHnlêg rabilité de la direction. — On peul en¬ 
visager sous un autre aspect, la signification du tenseur de Ric- 
mann-Chris toffel. 

Supposons d’abord un domaine euclidien à deux dimensions 
seulement, constitué par une surface plane. Nous savons cpic si un 
segment de droite a été tracé à partir d’un point A, on peut à partir 
d’un autre point B quelconque mener un segment parallèle au 
premier (postulatum d’Euclide). Mais si, au lieu d’un plan, nous 
considérons une surface courbe (domaine non euclidien à deux 
dimensions), la solution. devient impossible; des êtres à deux 
dimensions, qui ne percevraient pas directe ment la troisième 
dimension de l’espace, confondant en chaque point la surface 
courbe avec son plan tangent, ne se rendraient pas compte immé¬ 
diatement de l’impossibilité du problème et trouveraient que la 
direction qu’ils ont cru transporter en B parallèlement (au sens 
de la géométrie euclidienne) à la direction en A dépend du chemin 
qu’ils ont suivi entre A et B, et s’ils revenaient en A après avoir 
décrit un contour fermé, tout en cherchant à conserver la direction 
du vecteur, ils trouveraient au retour une direçtion différente de 
la direction initiale et qui dépendrait du chemin suivi. Autrement 
dit, sur une surface, la direction n’est en générai pas intégrable. 

Ces notions s’étendent aune multiplicité quadridimensionnelie. 
Soit AP un quadrivecteur, que nous supposons contrevariant ; 
faisons lui décrire un circuit fermé par « déplacement parallèle » 
(au sens généralisé du n° 70), c’est-à-dirc par déplacement tel que 
la dérivée covariante Aÿ soit constamment nulle : 


<2-i4 ) 


àkU' 

dx v 


} V=C fA« 


O. 


La vai'iation de ce vecteur est 


(3-i4) [AMi n „ n ili 
Posons 
(4-i4) 


SA^= Cl) 

OiT yj 




dSw — dx v dx* 7 . 


V7 

C/) \ * 1 A a dx, 
P- 


dS va- est un tenseur symétrique gauche qui fait correspondis à 
l’aire élémentaire une direction positive du parcours sur le cou- 
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tour qui la limite. L’équation (3-i4) s’écrit 
SAP 


(5-i4) 

et pour un contour infiniment petit 
(6-i4) dA^ = i R^ VfT A? dS V(J . 

Pour un quadrivecteur covariant A^, on trouverait de même 
(7-14 ) dA^ = " A p dS V(J . 

La condition nécessaire et suffisante pour que la variation soit 
nulle est R^ v(j =r o (ou RP viJ = o). 

Ainsi, pour que la direction soit intégrable, nous trouvons la 
même condition (nécessaire et suffisante) que pour que l’Espace- 
Temps soit euclidien. Par conséquent, l’intégrabilité de la direction 
est une propriété qui n’appartient qu’à l’Espace-Tcmps euclidien; 
la non-intégrabilité de la direction caractérise un Univers non eu¬ 
clidien, c’est-à-dire un champ de gravitation permanent (*). 

75, Loi générale de la gravitation dans une région 
vide de matière et d’énergie électromagnétique 
(Loi d’Einstein). 

L’équation RP V(T = o n’exprime évidemment pas la loi générale 
que nous cherchons, car elle est beaucoup trop restreinte. Si 
c’était une loi naturelle, il ne pourrait y avoir qu’un Espace- 

( 1 ) Nous verrons plus tard que, de môme que la non-intégrabilité de la direction 
caractérise le champ de gravitation, la non-intégrabilité de la longueur (généra¬ 
lisée) doit caractériser un champ d'une autre nature qui jouit précisément des 
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Temps euclidien dans son ensemble, et il n’y aurait nulle part de 
champ de. gravitation permanent; la matière ne serait pas accom¬ 
pagnée d’un champ de gravitation (*). Mais c’est un cas particulier ; 
la loi (i- 14 ) conviendrait dans une région de l'espace située à 
l’infini de toute masse. 

Il faut chercher une relation tensorielle plus générale , com¬ 
portant la précédente comme cas particulier , c’est-à-dire qui se 
trouve satisfaite lorsque RjV = o. On ne peut faire appel qu’au 
tenseur de Riemann-Christoffel contracté ; on peut écrire 

IV =° I 

RJs^avR^o f 

Ra p^^a^vp R(JV=0 sol " tion R t« = 0. 

R «ie = o ! 

V scalaire J I 

Quant à l’annulation du scalaire R = g^Ti^= o, ce serait une 
condition trop générale, insuffisante pour déterminer un champ 
de gravitation. 

On est donc conduit à la loi 

(8—i/i ) Rjjlv :=: 

Mais cette loi est-elle la seule possible? oui, si l’on admet, ce qui 
a d’ailleurs été le point de départ, que l’espace est infini, qu’il 
peut y avoir des régions à l’infini de toute masse, et que par suite 
RgV^ o est une solution particulière. 

Mais si l’Univers est courbe dans son ensemble, et si l’espace 
est fini, il n’est plus nécessaire de conserver R£ V(X = o comme so¬ 
lution limite, et la covariance est respectée si l’on pose 

(9-ï 4) V-“ o, 

\ étant une constante, d’ailleurs inconnue. 

C’est la seule expression générale ( 2 ) d’un tenseur du second 
ordre fonction seulement des et de leurs dérivées, ne contenant 


P) Il est clair que le champ produit par un centre matériel, par exemple, ne 
peut pas être annulé dans son ensemble, c’est-à-dire qu’on ne peut pas, par un 
choix convenable du système de coordonnées, rendre les g constants en tout 
point. 
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pas de dérivées d’ordre supérieur à 2 , et linéaire par rappori aux 
dérivées secondes. 

La loi R p , — o a d’abord été adoptée par Einstein. Puis Einstein 
a été conduit plus tard à introduire le terme correctif — ngy , v 
parce qu’il y a, ainsi que nous le verrons, des difficultés insur¬ 
montables dans la conception d’un espace infini. Cependant, 
comme nous sommes certains que l'espace est immense, que loin 
de toute matière le champ permanent de gravitation est pratique¬ 
ment nul, qu’il y a des régions où F Univers peut, avec une très 
haute approximation, être considéré comme euclidien, nous pou¬ 
vons affirmer que la constante A est extrêmement petite, elle terme 
additionnel —peut, être néglige dans les applications au 
mouvement des astres. 

Nous admettrons donc la loi Rp^o, quille à revenir plus lard 
à la loi ( 9 - 14 ), ce qui nous conduira à remplacer le tenseur R [JV par 
le tenseur R! 




II 


[XV 


^g'p. v ainsi que le scalaire R = g>-i J ' v R tJ/ , par 
le scalaire R' = gW RjU = R — j X. Ce remplacement n’apportera 
d’ailleurs aucun changement aux principes généraux de la Méca¬ 
nique que nous allons bientôt exposer. 

Pour être acceptée, la loi d’Einstein doit recevoir la confirmation 
de l’expérience. Combinée avec les équaLions du mouvement, elle 
doit comporter en pre/n 1ère approximation l'ancienne loi, celle 
de Newton; elle doit, de plus, rendre compte d’un écart connu à 
la loi de Newton, le déplacement du périhélie de la planète Mer¬ 
cure. Nous verrons que la loi d’Einstein satisfait, entièrement.à ces 
conditions. 

Le tenseur R^ v étant syméLrique, l’annulation de ses compo¬ 
santes donne dix équations ; six seulement de ces équations sont 
indépendantes; c’était à prévoir puisque dix équations indépen¬ 
dantes, auxquelles on joindrait les conditions aux limites, déter¬ 
mineraient tous les dans l’expression de c/a 2 , et par conséquent 
spécifieraient non seulement la géométrie particulière du champ 
de gravitation (la structure de l’Univers), mais encore le système 
de coordonnées d’Univers. Ce système de coordonnées doit rester 
arbitraire; il est quatre fois indéterminé, ce qui correspond à 
quatre relations identiques entre les "p, (voir le numéro suivant). 
La loi de gravitation dans le vide comporte donc six conditions. C’est 
une restriction considérable imposée aux géométries de l’Unhers. 
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Signalons dès maintenant que F invariant contracté (n° 66) 
R == "‘P'Rjj,, est l’extension de la courbure de Gauss (n° 58). c’est, 
en chaque point-événement, la courbure ' totale . Pour éviter 
toute confusion, une remarque est nécessaire : la condition de 
courbure totale nulle R = o n’exprime pas la « planéilé » de 
l’Univers, elle n’exprime pas que l’Espace-Temps est euclidien ; 
les tenseurs R^, et R^p donnent une mesure bien plus précise des 
divergences entre F U ni vers réel et l’Espace-Temps euclidien. 


76. Théorème fondamental de la Mécanique U ). 


La divergence de R|i — -^JR a/ identiquement nulle . 

Ce théorème est d’une importance capitale. Dans l’espace tridi¬ 
mensionnel, l’annulation de la divergence d’un vecteur exprime la 
continuité du flux de ce vecteur; dans la théorie de l’Univers qua- 
dridimensionnel, où nous ajoutons une coordonnée de temps, 
l’annulation d’une divergence est la condition de conservation ou 
de permanence. Le théorème exprime la permanence du tenseur 
d’Univers considéré et nous verrons plus loin que, joint à la loi de 
gravitation, il a pour conséquence la conservation de l’impulsion 
et de l’énergie. 

La dérivée covariante contractée ou divergence du tenseur 


est 


R v 

'V 


1 r> o n 



1 — 

2 ÔXy, ’ 


car g"^ = i pour pi = v et ^ = o pour u v. 
Nous allons vérifier que 

, ov 1 éR 

( 10-14 j R/, 


(J.V 

D’après (5^-i3) nous avons 

i à 


2 Ox, 


R v 

“[J.V 




(Rti s /— g) H- - R ( 


dg-GÇ 




( l ) Eddington, Espace , Temps et Gravitation, partie théorique, n° 38. 
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et comme R — 

i dR 


2 dx 




I dR<r 0 I o àg a P 

— erGQ a r „J-R_2- • 

* ^ ÔX t 5 


()x , 




il faut donc démontrer que 

i à 


(11-1 i) 


\/—ér 


(Jx, 


( R(X /— g ) 


1 r>ro ^^crp 

- gpp -- * 

2 àXn. 


Maintenant, sans particulariser en rien la structure de T Uni vers, 
nous pouvons choisir nos coordonnées de façon que : 


a. y/ — g = i en tout point d : Univers. 

ÿ CT 

b. Les dérivées premières - - - - - s’annulent au point considéré , 

car ces conditions peuvent être remplies dans n’importe quel 
genre d’Univers (*). Nous simplifions ainsi les expressions sans 
restreindre la généralité du théorème; en effet, la relation que 
nous voulons établir est une relation tensorielle et, si nous prou¬ 
vons qu’elle est exacte pour un système de coordonnées particulier, 
nous savons qu’elle est encore exacte pour tout autre système de 
coordonnées dans le meme Univers. 

D’après <7, le premier membre de (i i) s’écrit 

s; r ï“3î; r Ï"b:<^ r w> 


dR 


gvp —y — d’après (b) 

OX(j 


g a P 


àx 0 


en permutant cr et p. 


On peut donc remplacer (i i) par 

igap ^P 


{12 -i 4 ) 


àx, 


àx, 


<)x. 




P ,/ * t ' (X 

Substituons à Rjj, p, etc. leurs valeurs d’après (63- 1 3) ; d’après 
(a), les termes en Logy /—g disparaissent; d’après (6), les sym- 


( l ) Le - système de coordonnées ainsi caractérisé est un système géodésique; 
c’est l’analogue exact du système de coordonnées rectilignes dans un Inivers 
euclidien. 
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boles de Christoffel s'annulent au point considéré, mais leurs 
dérivées ne s’annulent pas. Le premier terme seul subsiste dans 
Rp^p, etc. et l’expression ( 12 - 14 ) devient 


- A r(J 9 


7 g a P g$* 

4 


()x G ()x^ 

[ 


i w | + ài | t 

) àxn ()Xa ( a Ç 


d* 


a 




! 

n } g^ 

■+“ 

4?pp 


()x G dx,x ' 

v 


()X§ 

.* 1 

/àg^ 


àgo$ 

{J.T 

ÔXp ()x a ' 

V f>a?o- 

àxy. 

<)xp 

^ 1 

{àg’sÇ 


àg P p 

àg Gp 

()xp dxa ' 

\ àx p 

ÔXfj 

()xp 


3 p l\ 

a \ J 


-car à cause de (6) g$ % se comporte comme une constante à l’égard 
de la double différentiation. 

Huit des neuf termes du crochet se détruisent deux à deux soit 
directement, soit par changement d’indices muets ; il ne reste que 
le terme 


d 3 


.*-> (T p 


4 '* Oxy. 0x u dxp 


L fvfia___ / <r<7p ^ 

4 ^ d#p 


I 

1 


dx. 


d’après (6) 


£ d 3 (Logg) 

4 drp dxy, 


ÿ " d’après ( 5 1 — 1 3 ) 


o puisque 


i en tout point, 


ce qui démontre le théorème. 
Les quatre identités (io-i4) 


*(i3-i4 ) 


v - 

IV K 


1 


‘À 


()R m 
âx L 3 



<)R m 
àx 2 3 



i dR ^ 
a ôxz 3 


R v _ 1 
4V 2 dXi* 


sont précisément les identités qui étaient à prévoir à cause de l’in¬ 
détermination des quatre coordonnées (n° 75) et qui réduisent à 
six le nombre des équations indépendantes exprimant la loi de la 
.gravitation. 

Lé même théorème s’applique au tenseur 


R’ v 


H* 


w 



la divergence de ce tenseur est identiquement nulle. 
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On peut enfin, comme l’a fait Eddington ( * ), généraliser ce 
théorème. A tout invariant d’Univers on peut faire correspondre 
un tenseur mixte du second ordre dont la divergence soit nulle. 

Le tenseur R£ — ^)R est celui qui correspond au plus simple 

de tous les invariants d’Univers, l’invariant R qui par sa significa¬ 
tion physique (courbure totale) présente un intérêt particulier. 


77. Conditions d’application du principe d’équivalence. 


La différence entre un Univers où règne un champ de gravita¬ 
tion permanent et un Espace-Temps euclidien est que dans le 
premier R^ v = o, alors que dans le second on a les conditions 
beaucoup plus restreintes R£ vo . = o. Or ces deux groupes d’équa¬ 
tions déterminent les dérivées secondes des en fonction desg/p, 
et de leurs dérivées premières ; nous pou\ ons donc toujours trouver, 
en tout point-événement du champ de gravitation, un Univers 
euclidien caractérisé par des fonctions g ljy ayant, en ce point, des 
valeurs respectivement égales aux g^ de F Univers réel, et telles 


que les dérivées premières 


é g (j.v 
é.r a 


soient aussi, au même point, res¬ 


pectivement égales aux dérivées premières des gy, de l’Univers 
réel. C’est seulement à partir des dérivées secondes que les deux 
Univers différeront. 

C’est l’Univers euclidien ainsi défini qui est l’Univers tangent à 
l’Univers réel au point-événement considéré. Ces deux Univers 
admettent un contact du premier ordre en ce point. 

Le principe d’équivalence (n° 55) n’est autre chose que l’affir¬ 
mation de l’existence d’un Univers tangent en tout point de 
l’Univers réel. De ce principe, il résulte que toutes les lois rela¬ 
tives à des phénomènes se passant dans un Univers euclidien et 
qui ne dépendent que des g^ et de leurs dérivées premières ( 2 ) 


(*) Espace , Temps et Gravitation , partie théorique, n a 45. 

( 2 ) Pour l’application de ce principe, il importe de remarquer qu’il peut se 
présenter des cas où des lois, établies dans l’Univers euclidien, paraissent ne pas 
contenir de dérivées secondes parce que celles-ci ont disparu dans l’Univers eu¬ 
clidien et, pour le système de coordonnées employé; il serait nécessaire, dans ce 
cas, de rétablir la forme tensorielle dans les éqpalions générales. 
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seront également \ alables dans un champ de gravitation perma¬ 
nent. A ce point de vue, un champ de force « géométrique » dans 
un Univers euclidien, c’est-à-dire un champ où la force n’est que 
la manifestation de l’emploi d’un système de référence non gali- 
léen, est entièrement équivalent à un champ de gravitation 
permanent (Univers non euclidien), c’est-à-dire à un champ dont 
la force ne peut disparaître par un choix convenable du système 
de coordonnées et qui est la marque de l'existence de matière ou 
d’énergie. 

Par contre, pour les lois faisant intervenir les dérivées des 
d’un ordre supérieur au premier, il n’y a plus nécessairement 
équivalence entre un champ de force géométrique dans un Uni¬ 
vers euclidien et un champ de gra\itation permanent. 

On voit que le principe d’équivalence est fondé sur le choix de 
la loi de la gravitation. C’est un principe et non un axiome. 


78. Équations des géodésiques d’Univers (trajectoires des 
mobiles libres). Expression des composantes du champ 
de force. 


Puisque l’élément de ligne (l’Univers ds est une grandeur indé¬ 
pendante du système de coordonnées, l’intervalle entre deux 
points-événements P< P 2 de F Es p a c e-Te m p s, sur la ligne pour 

f r-j 

ds est stationnaire, a aussi une signification indépen- 

' ja 

dante du système de référence. L’équation de cette ligne est 



ds — o 


dans tout système de coordonnées. 

On pourrait exprimer cette condition d’action stationnaire par 
le calcul des variations ( 1 ), mais les formules de différentiation 
covariantc nous conduiront immédiatement au résultat. 


P) Voir Einstein, Ann. d. Physik , t. 40, 1916, § 9, 10, 11, et Eddinoton, Espace , 
Temps et Gravitation , partie théorique, n oï 20 et 21. 

Si l’on éLablit directement, par le calcul des variations, les équalions d une 
géodésique, on peut en déduire l’expression de la dérivée covariante d’un vecteur. 
Ici nous suivons la marche inverse. 


188 


DEUXIEME PARTIE. 


LA RELATIVITÉ GÉNÉRALISÉE. 


Soit À 17 le vecteur contrevariant 


à oc (j 
ds 


Sa dérivée covariante est 


donnée par ( 3^-i 3 ) 


A 


<7 

a 



Multiplions par A a 


dx 0 

ds 


nous obtenons 


( 1 4-ï 4 ) 


A«AS = 


d » Xfj \ aj3 | doc* dx § 
ds 2 \ g \ ds ds 


■ Puisque le premier membre est un tenseur, il en est de même 
du second membre, et si ce tenseur s’annule dans un système de 
coordonnées, il s’annule dans tous les autres systèmes. 

Supposons un Univers euclidien et prenons des coordonnées 

galiléennes. Les g^ étant constants, j j = o, et, d’autre part, 
— o donne les équations d’une géodésique, car pour une 

« droite d’Univers » les coefficients de direction sont cons- 

tants. Par conséquent, le tenseur formant le second membre de 
( 14~14 ) est nul en coordonnées galiléennes et par suite nul quel 
que soit le système de coordonnées pour tous les points d’une 
géodésique. 

Nous voyons donc que les équations 


( 15 -14) 


d 2 X(j t a (3 ) dx a dx§ 
ds 2 j a | dx ds 


4 équations pour ct = r, 2 , 3, 4* 

Dans chaque équation sommation par 
rapport à a et sommation par rap¬ 
port à j3. 


sont les équations générales d’une géodésique, c’est-à-dire les 
équations de la trajectoire du point matériel libre dans un système 
de coordonnées quelconque, si l’Univers est euclidien. 

Mais ces équations ne font intervenir que les dérivées premières 
des Elles restent donc exactes dans un champ de gravi¬ 
tation permanent (principe d’équivalence, n° 77). Ce sont les 
équations fondamentales du mouvement du point libre dans un 
Univers quelconque, euclidien ou non. Elles sont covariantes pour 
toute transformation. 

La ligne d’Univers d’un point matériel libre ne dépend pas de 
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la masse de ce poinl; elle ne dépend que des variations des g lLy 

(el des conditions initiales). 

Î ÛC S ' 

£ | qui disparaissent dans le cas du mouvement de trans¬ 
lation uniforme déterminent Pécari au mouvement rectiligne el 
uniforme. Einstein les a appelées « composantes du champ de 
gravitation ». Ce sont bien en effet des « forces » comme nous le 

O 

montrerons bientôt. 

79. Extension des équations de Lagrange. 


Choisissons les coordonnées de manière que (\J — g = \). Le 
tenseur de Riemann-Ghristoffel contracté s’écrit 


( 16—14 ) R [j.v 


JL \ ' lv 

<)x a | oc 


1M va i 

« I P1 


Nous pouvons considérer comme une coordonnée généra¬ 
lisée q et x K , #2, #3, X\ comme quatre variables indépendantes 
qui vont jouer le rôle que joue le temps dans les équations de 
Lagrange en mécanique ordinaire. La « vitesse généralisée » 
sera 

. /) o-ULV 

(^j£ v n’est pas un tenseur). 


C 1 — O a 


ùgV» 

àx a 


Nous allons montrer que R^ v s’écrit sous une forme semblable à 
celle des équations de Lagrange 

à f àL \ àL 


(i7-i4 ) 
en posant 
(18-14) 


R un 


dx *\àA V ) d é r ^ 


crin 


n\ m î ( ) rtB t. 
/ M 


Calculons, en effet, la variation de L. Nous avons 


(i9-i4) 


oL 


m 8 ) l n <x. ) . l m (3 ) 


na 

P 


puisque dans le dernier terme, m et n sont les indices muets, 
Nous pouvons écrire encore 


(20-14) oL 


\ "J* I 8 0 — + , j j S (* 1 »» j n p a j ) 


( « 


P 
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Nous avons d’ailleurs 


{ a i— 14 ) o [g 


- ô sr m n 


àj? 7l \ , dgoCk ù 


£'PLU \ 
/- 


expression qui se simplifie beaucoup : d’abord les deux derniers 
termes de la parenthèse disparaissent après multiplication par 

jÜiilj, C ar m et j3, n et A sont simultanément interchangeables. 

D’autre part, on a, d’après (ij-i 3 ), 


{•>.•>-14) 


<>-ni n o-S)v 
î? fy 1 


àg-n\ 


ôg m V 

>tetx 


On a donc finalement 




et par suite 
< 24-1 4 ) 


4) 


à L 

f) 

a 

dh 


F' ! 

1 a r 


àL _ J rjtjj ) \ va j 

__ I a i | P 


ce qui démontre la formule (l'j-i/f )• 

La loi de la gravitation dans le vide s’exprimant par H !r , 
équations 


o, les 


(' 9.6-14 ) 


à / t) t 


( <] = 0 = 


' dx a \^ J~d7j W “ «à ! 

sont, comme en dynamique classique, équivalentes à 
( ‘>.7-14 ) J h doi stationnaire ( c/co = dx\ dx* dx z dxi, ) 

pour les variations des g^ v et de leurs dérivées g^. Il faut noter 
que cette équation est soumise à la restriction V — g= 1 (')• 

80. Énergie du champ de gravitation. 


Conservons encore des coordonnées telles que sJ — g — 1 et mul- 


(*) On peut, par des calculs un peu plus longs (voir Eddington, Espace 
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liplions (17-14) par g = - y æ ^ > nous obtenons 

dL àgW m 


< ->.8-i4 ) 

or, on peut écrire 

et 

( 3 o-i 4 ) 


,txv P 
ÏAn.v 


dL \ 


àxa \0g^ J àgV» àxp 


t)L 


t)L ôgV» <)L àgl 


[XV 


àx [3 dgV* àxp r)gVf <)xp 




âx 


ÔXa àx a àx 


a 


p 

On obtient donc, en ajoutant (28-14 ) ot (29-1 '[), 

ù f „ v dL \ t)L 


{ 3 1-1 i ) 
en posant 
< 3 14 ) 


r> P — 

<*? p l> [XV — 


V ^ àg%> J 


2 y. 


à JT a 


•>. y, l 


a_ r ,.[xv 


dL 


p _ô 'p 


rt a 


■x étant une constante universelle (que nous déterminerons plus 
tard en fonction de la constante de la gravitation newtonienne). 

La quantité t% nest pas un tenseur , mais elle est l’extension 
de l’expression hamiltonienne de l’énergie 2 \ C I 


L. 


ùq 


Dans l’espace vide, R [JV = o, l’équation ( 3 i) de\ ient 


( 33 -i ,\) 


,)#a 

-Il 

ÔX rt 


O*, 


Temps , Gravitation, partie théorique, n° 44 ), mettre K } , v sous la forme des équa¬ 
tions de Lagrange en conservant des coordonnées complètement arbitraires 

c’est-à-dire sans imposer la x'estriclion \J — g == 1. 

Il faut dans l’équation ( 26-1 4 ) remplacer L'par 


41 -/ 


g g mn 



7 I !1 î) 


et remplacer aussi g [VJ par g ;j , v = / 


(r <r Minsi mie crY* 

o 6 m (UUS1 4 UL © a 


p.v 


par 


0 


[XV 

a 


ô 

ôx a 


cr <r! J -v 
© » 


5 


__ Ô / 

'*•’ ~ V^a 


±L 

rfsl’ v 


on a alors 
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elle exprime la conservation, de tp. Pour le montrer, revenons à 
un Univers euclidien ; intégrons ( 33 ) dans un volume déterminé 
par les coordonnées d’espace, nous obtenons, étant la coor¬ 
donnée de temps, 



,, az, ai) étant les cosinus directeurs de la normale (intérieure) 
à l'élément dS de la surface S qui limite le domaine d’intégration. 
Si /p s’annule sur la surface, l’intégrale de volume de reste 
constante lorsque ./•* varie. Elle reste constante dans le temps, 
c’est-à-dire qu’elle obéit à une loi de conservation ( 1 ). 

Los grandeurs /jj ont été appelées par Einstein « composantes 

• i v i • . 


d’énergie •» du champ do gravitation. 


Autre forme de ht loi de la gravitation. — Nous pouvons 
maintenant donner à la loi de la gravitation = o une. forme 
nouvelle qui sera utile dans la suite. Multiplions par " vcr les termes 
de K|,,s^ nous a\ ois 


•> / 
M 


nj i 


JL S I iv ( = ,„ a ) | \ v * i. 

<l.r a ( a \ j a i ( M 


Lit nnMitirr nuiinUrti sYsoril 


(üvt/,) 


trVfT 


à | JJLV ) 

( a \ 





àtfW ( gv / 


àj'tx 


trVtt 
^ * 



( a \ 

op ) j i w ( 

\ » i ( * i 

( pa | j p ( 

I v i ) “ i 


(>) Ce résultat relatif à /a envisagé seul est purement théorique, car, <lans un 
champ de gravitation permanent, it y a nécessairement de la matière quelque 

et\ 

part et les équations o ne sont pas valables aux points où il y a de la 

* ' X oc 

matière. Nous verrons plus loin que la loi réelle de conservation (avee — # = i) 
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En changeant la désignation des indices, (35- 1 4) s’écrit 



Cette expression est le premier membre de l’équation (34~i4)? 
son troisième terme annule le second membre de l’équation; son 
deuxième terme est égal à 




I O -* 7 

.> * v- 


en posant t = t* (= t\ -4- il 4- -H G h 


ainsi qu’il est facile de le vérifier d’après (32 ), ( 18 ), ( 24 ). 

On obtient donc finalement la loi de la gravitation dans le vide 
sous la forme 



qui a l’avantage d’expliciter les composantes de l’énergie de gra¬ 
vitation. 


II. — LOI DE LA GRAVITATION DANS LA MATIÈRE. 


11 reste à résoudre un problème fondamental. 

Les six équations R^ v =o expriment seulement la loi de la 
gravitation dans une région vide de matière ou d’énergie électro¬ 
magnétique. Ces équations remplacent l’équation bien connue de 
l’ancienne théorie (équation de Laplace) ; 


(38-i4) 


AQ = o, 


d* £?2 d*~ \ 

doo % dy* dz* ) 9 


il étant le potentiel du champ newtonien. 

Tl s’agit maintenant de déterminer la loi qui doit remplacer la 
loi d’attraction proportionnelle à la masse et inversement propor¬ 
tionnelle au carré de la distance, loi traduite analytiquement par 
l’équation de Poisson 


(39-i4) 


nHOQUlîRHL 


AQ = 4 tc G p, 


13 
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G étant la constante de la gravitation newtonienne, p la densité de 
la matière au point considéré. 

La relativité restreinte a montré que la masse s’identifie avec 
l'énergie, et que l’énergie est la composante de Lemps de l’impul¬ 
sion d’Univers ( n° 46). Or, nous allons voir que l’impulsion- 
énergie trouve son expression la plus complète dans un tenseur 
qui, précisément, se réduit à la densité dans le cas de la matière- 
au repos par rapport au système de référence, dans un Univers 
euclidien. Puisque toutes les lois doivent, d’après le principe de 
relativité généralisé, s’exprimer sous une forme Lensorielle, il 
est à peu près évident que le tenseur impulsion-énergie doit 
remplacer la densité qui figurait seule dans l’ancienne théorie. 


81. Le tenseur impulsion-énergie ou tenseur matériel. 


Nous supposerons la matière continue , ce qui signifie que les 
considérations qui vont suivre s’appliquent à Yaspect macrosco¬ 
pique (ou aspect moyen) des phénomènes. 

Isolons une portion de matière infiniment petite, de densité 
propre p () (densité qui serait mesurée par un observateur lié à la 
portion de matière). Si nous multiplions p 0 par tous les produits 

cl00 

—est la a viles 

CL'Z 

la portion de matière dans le S3^stèmc de coor 
formons un tenseur contrevariant symétrique du second ordre 


se généralisée de 
données nous 


deux à deux des 


dra [ ‘ cfXrj 


ds 


ci s 


é 4 o— 14 ) 


T [xv 


dœ u. 
ds 


doû\j 

ds 9 


c’est le tenseur matériel ou tenseur impulsion-énergie contreva¬ 
riant. A ce tenseur sont associés un tenseur mixte 




K 


i-r 

O (A<7 


Tcv = 


dx a dx v 

~di’ 


et un tenseur covariant 


rp 

A — 






dx G d.r x 
» » ■ • 

ds ds 
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l’absence d’un champ de gravitation (Espace-Temps euclidien ) si 
l’on prend des coordonnées galiléennes X,, X 2 , X 3 , X, ( i ). 

Nous obtenons, en effet, 


( 43 -i 4 ) ds* = — dX s t 

g 11 = #23 = gSS = ' 


dX 1 


dX‘j + dX‘i (dX. 


g 44 


O p<? 


O 


= c dt ), 
pour ij. 




i. 


Posons, comme en relativité restreinte. 



u 2 

—j p étant 
c 2 


la vitesse de la portion de matière dans le système galiléen (com¬ 
posantes e Xi , r Xa , c Xa ); nous avons 




dX i 
c/£ 


<a?X, 


ex 4 


= a dX t , 


po 


p étant la densité mesurée dans de système galiléen considéré ( 2 j. 
Le tenseur mixte, par exemple, s’écrit alors ' 


/// T /\ nrv _ „ dX<j d\ v _ I ^ 


d\„ dX v ■ i 

q ; — _ o- [J nr pc; Kff v 


ou, en donnant aux leurs valeurs galiléennes, 





on = éT 22 : 

= g 33 —- 1 

, g U = + î, g [IV = 

= 0 ( J JL pü V ) ], 



A p.“ 

ï o 

•?P PS * 

— ^P«%t>x 9 "™ 

P 

I 

C 


>■ V 

I 

1 2 

I 

1 



•^pcx.ux. 

— ^P p * a — 

Zïpox»**' 

c 

P*%, 


ï 

ï 

I .» 

T 





T*?”*' 

C 


i . 

I 

1 

1 




- P 

-P‘% 

-p^ 


P 


Les composantes T* (multipliées par c ) sont les composantes de 
l’impulsion d’Univers (n° 46). Les autres composantes repré- 


( 1 ) Nous emploierons la notation X JA pour distinguer les coordonnées rigou¬ 
reusement galiléennes (qu’on ne peut employer que dans un champ de force 
rigoureusement nul ) non seulement de coordonnées quelconques, mais aussi des 
coordonnées à peu près galiléennes employées en Mécanique quand il règne un 
champ de force. 

( 2 ) Soit, en elTet, dV a le volume élémentaire de la portion de matière, mesuré 
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sentent (à un facteur constant près) des courants d’énergie et des 
courants de quantité de mouvement dans les trois directions des 
axes de coordonnées. 

Le scalaire T = T£ (invariant contracté) n’est autre chose que 
la densité au repos p 0 ; on a, en effet, 


(46-i {) T£ = 




dXu. 

dt 



nr) -^ 22 


dx*y 

dt ) 



a 2 p = p 0 , 


^33 


'dX*\* 

dt 


■+■ p 


résultat valable,, bien entendu, dans n’importe quel système de 
coordonnées puisque T est un scalaire. 

Lorsque la vitesse r est petite par rapport à la vitesse de la 
lumière, les composantes autres que TJ sont négligeables par 
rapport à TJ, de sorte que le tenseur se réduit, en première 
approximation, à la densité TJ = p, très voisine de p 0 . 


82. Les équations de la gravitation dans la matière. 

Nous avons dit que le tenseur matériel doit remplacer la densité 
dans l’expression de la loi de la gravitation. Il suffit de se reporter 
à la loi dans le vide, sous la forme (37-14) où l’énergie de gravita¬ 
tion est mise en évidence, pour comprendre comment il faut main¬ 
tenant introduire le tenseur matériel. Nous devons penser que 
l’énergie de gravitation est équivalente à toute autre forme 
d’énergie : donnant alors à la constante x [équation (37-14)] des 
dimensions telles que ^ représente une densité (énergie par unité 


dans le système de cetle portion de matière, on a 

™o=Po^ v oi m = p clV; 


or 

et 


dV = a dV 


m 


m, 


(contraction du volume) 
(accroissement de masse). 


Donc 


P dV 


__ __ Po dV n p n dV 


p 0 = a-p. 
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de volume, divisée par c 2 ), c’est-à-dire telles que soit homogène 
à TJJ, nous sommes logiquement conduits à ajouter les compo¬ 
santes du tenseur matériel aux composantes de l’énergie de gra¬ 
vitation. Nous remplaçons donc par /J H-TJ, et t par £ + T 
(T = Tj£ = p„). 

Nous obtenons ainsi, pour la loi de gravitation dans la matière 
(supposée continue), l’équation 


'Ll*, a S ^ 


( 4 7“ T 4 ) I 


OC 


K 




- t 


T) 


v/: 


ê = ï 


qui s’écrit, après quelques transformations, d’après ( 16-14) 
et ( 36 -i 4 )? 


(48-i4) 

ou encore 
(49 i4) 




ou 


• V 



C’est la loi cherchée, qui remplace l’équation de Poisson. 

Dans les équations ( 48 ) et ( 4 p) ici restriction \J—g = i est 
levée : ce sont des équations covariantes, qui sont exactes dans 
tous les systèmes de coordonnées imaginables si elles sont vraies 
dans un système particulier, 

La loi de la gravitation peut s’écrire sous d’autres formes en 
introduisant la courbure R = ^H-vR^. Multiplions (49) par gV», 
il vient d’abord 


ou 

( 5o~i i ) 



R = 7 . T = /»po 


car 


//•(XV (T 
Ô r O (J-V 


et <?t lv T (l v=T. 


Remplaçant maintenant y.T par R dans ( 5 o), nous obtenons la 
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nouvelle forme 
( 5 1 -14 ) 

Enfin, une dernière forme est la suivante. Remplaçons dans 
l’équation précédente v par t et multiplions par £ TV , il vient 

(52-1{ ) 

L’introduction, telle qu’elle vient d’être faite, du tenseur maté- 
tériel, n’est pas exigée par le principe de la relativité seul; nous 
avons admis, en outre, que l’énergie du champ de gravitation et 
l’énergie matérielle ont même action gravifique. Nous allons main¬ 
tenant donner la meilleure justification de la loi d’Einstein en 
montrant qu’elle implique la conservation de l’impulsion et de 
l’cncrsfie. 

O 




83, La conservation de Pimpulsion et de Pénergie. 


La loi d’Einstein, sous la forme (5a-i4), exprime l’égalité du 
tenseur mixte impulsion-énergie (multiplié par—x) et du « ten¬ 
seur d 7 Univers conservatif » ^Rj,— i«^RV La loi d’Einstein 


entraîne donc, par application du théorème fondamental de la 
Mécanique (n° 76), la permanence du tenseur matériel, c’est-à-dirc 
la loi de conservation de l’impulsion-énergie sous la forme la plus 
générale 


(53-i4) 


Pour mieux comprendre que cette équation exprime la conser¬ 
vation, nous allons la présenter sous une autre forme. Ecrivons 
l’expression de la divergence de Tji; le tenseur T> v étant symé¬ 
trique, nous avons, d’après ( 57 - 13 ), ( 59 - 1 3), 



àQ 


1 

2 


dxp 


Gap 


(ç> densité tensorielie) 


ou 
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La loi T£ v = o s’écrit donc 

i 


(5.f-i4) 


/ 


“>• *)x 


“ (/=7TÜ) — 


2 àx 


P- 


Choisissons d’abord des coordonnées telles que y /-—g = i 
L’équation ( 5 4-14 ) se simplifie et devient 


(55-i4) 


rp * 

()x v 2 àx^ a ‘^ 
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Reportons-nous maintenant à la définition de c’est-à-dire à 


l’équation (3 i- 

>4) : 






dgv» „ 


d^j-j 



d.rp ‘V-- 

— 2 y. 


nous pouvons <' 

icrire 




— •, 

s a 

iX dF a = 

àgV-> 

- drp R « w_ 

dtfP 

dj;p 

’ (^V v — , 

car, lorsque g -- 

= — I, 

gv» d S^ = 

0. 


Appliquons, 

enfin, 

la loi de 

la 

gravitation en remplaçant 


R^.v— ~^(xvR par — xT (XV (51-14), nous obtenons 


finalement, 
( 50—i4) 


àt$ 

dx+, 


1 4* t, 

2 d.rp 


ettf 

àxtx 


y d’après ( 55 ~i{), 




ï-(7p+*p) = o 


dx a 


Celle équation étant soumise à la restriction y/— g = i. 

Par introduction de la densité tensorielle 6g = y/— g»-Tp et de- 
la densité d’énergie de gravitation tp, on peut conserver la 
lorme (56-i4), en levant la restriction y/-- g=p i. 

Nous avons, en effet, 




dSp 

àx* 

dSp 

dæ a 


i d^t** 
à Itep ^ 


i d^fR 
a d#p ' 



i 

(XV — - g (XV 



= O, 


« 
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Nous obtenons donc 


(56'-i<) 
en posant ( ‘ ) 


(^pH- lp) — o 


dx l _ à 1 „ lft \ 


Les quatre équations résumées dans (56 -ï {) 

] +ti} ^ é; (5 * + +i; (5 * + * 2)+ tïj; ^ +tS) 


<57-14) > 


1 e; (E î + et ($ * ++ et ltsi+,y+ et lC ' s “ l ‘ ‘ !) 
[ et (G!+ '» + E <5Î + et « + '» + i (S!+ 


(où $p et tp doivent être remplacés par Tp cl Zp lorsque y/— g = 1) 
expriment la loi générale de conservation de l’impulsion-énergie 
(Gjjj-f- tp) quand il y a action réciproque de la matière et du champ 
de gravitation. La démonstration a été faite au n° 80; il xij a qu’à 
remplacer dans cette démonstration Zp par tp + Gp. 

Si nous supposons un système clos où le champ de gravitation 
soit négligeable, nous pouvons prendre des coordonnées gali- 
léemnes et les quatre équations qui précèdent (où les Zp sont nuis), 
qui ne sont autres que les équations bien connues de l’hydrody¬ 
namique (voir numéro suivant), expriment la conservation de 
l’impulsion è’Univers au sens de la relativité restreinte (n° 47). 

Si le champ de gravitation n’est pas négligeable, la loi T^. v = o 
exprime la conservation de l’ensemble du tenseur matériel et de 
l’énergie de gravitation, c’est-à-dire que toute variation du tenseur 
impulsion-énergie de la matière peut être considérée cemrrie 


( ! ) L’expression detp est 
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empruntée ou cédée au champ de gravitation. Il n’y a plus 
conservation de l’impulsion-énergie matérielle , mais pour main¬ 


tenir la loi de conservation, nous attribuons au champ de gravi¬ 
tation une énergie équivalente à toute autre forme d’énergie. 

En posant R ;xv = o dans le vide, mettant celte équation sous la 
orme (37-14), puis ajoutant à /jj le tenseur matériel T£ (47-14)? 
nous avons suivi la voie indiquée par Einstein dans sa découverte 
de la loi de la gravitation ( 1 ). 

On peut présenter autrement la question. La conservation de la 
quantité de mouvement et la conservation de l’énergie sont des lois 
expérimentales, vérifiéës dans tous les phénomènes connus. 

L’expression la plus générale de ces lois est facile à trouver : si 
le champ de gravitation est négligeable nous pouvons exprimer ces 
lois de conservation par 


(58-i.{) 




car cette équation symbolise les équations de l’hydrodynamique 
en coordonnées galiléennes. 

Nous remarquons que cette équation est la forme dégénérée 
(en coordonnées galiléennes) de l’équation tensorielle TjL = o. 
La formule TJL = 0 doit donc exprimer la loi générale de conser¬ 
vation, que nous avons toutes raisons de considérer comme rigou¬ 
reuse. 

Ceci posé, la loi de gravitation que nous cherchons est (comme 
la formule de Poisson) une relation entre la matière et la structure 
d’Univers : elle doit s’exprimer par une égalité entre le tenseur 
matériel et un certain tenseur de courbure. Le choix de ce tenseur 
géométrique est très restreint, car pour pouvoir être égalé au 
tenseur matériel il doit être conservatif comme lui. Le pins simple 

des tenseurs conservatifs est R'^— i^R (théorème fondamental 

n° 76) ; nous sommes donc conduits à essayer la loi : 

I 

RjJ— -^jJ,R = — ( x constant e universelle), 


(!) Die Grundlage der allgemeinen Relativitats théorie (Ann. d. Physik , 
t. XLIX, 1916). 
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quitte à vérifier ensuite expérimentalement les conséquences de 
cette loi. C’est bien la loi d’Einstein (d2-i4)* 

Partant de la forme précédente, nous obtenons .facilement les 
autres formes de la loi, y compris (47-14)? qui nous montre que 
les quantités (bien que ne constituant pas un tenseur) peuvent 
être considérées comme représentant une forme d’énergie que 
nous pouvons appeler l’énergie du champ de gravitation. Cette 
conclusion relative aux est d’ailleurs justifiée par les formules 
(3a-14) et ( 17-14) (extension des équations de Lagrange). 

Eddington regarde la loi de la gravitation « non comme une loi 
de la Nature, mais comme une définition de la signification que 
nous attribuons à la masse, à la quantité de mouvement, etc., dans 
notre description géométrique de l’Univers. L’identification a été 
faite de telle sorte que l’équation T£ v = o soit satisfaite et que, par 
conséquent, les lois de l’hydrodynamique et de la théorie des gaz 
soient également vérifiées ». Cette idée d’une « identification » 
sera discutée plus tard'. 

La loi de la gravitation n’est pas déterminée d’une manière uni- 
voque : nous pouvons écrire aussi 

en posant 

= R'^ — R' = R —* 4 X, A = const. universelle, 

puisque la divergence de R£ — est identiquement nulle 

(n* 76). 

Dans le vide, c’est-à-dire aux points d’Univers où il 11’y a pas de 
tenseur d’énergie, on obtient alors 

d’où l’on déduit 

h|JLV X g pi V = O. 

C’est la loi (9-14) (Univers courbe) que nous adopterons bientôt 
(avec ~k très petit). On voit que cette loi est encore compatible 
avec la loi de conservation de l’impulsion-énergie. 

Dans tout ce qui précède, nous avons s imposé l’abse c de 
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~ a un champ électromagnétique, un autre tenseur doit être ajouté 
au tenseur matériel. 

En résumé, la loi de la gravitation et la loi de conservation de 
l'impulsion-energie sont étroitement unies. La loi de conservation 
est imposée par la loi d’Einstein, d’autre part celle-ci peut être 
écrite intuitivement en partant de la loi de conservation. 

Remarquons toutefois qu’on pourrait, apriori , égaler le tenseur 
d’énergie à tout autre tenseur d'Univers ayant une divergence 
nulle (n° 76), par exemple avec les tenseurs mixtes conservatifs 
qui correspondent aux invariants R^R^', R^ V(y R^ VT . On aurait 
d’autres lois do gravitation compatibles encore avec la conserva¬ 
tion de l'impulsion-énergie. Mais les tenseurs en question contièn- 
nent les dérivées du quatrième ordre des g^\ la loi dans le vide 
serait un groupe d’équations différentielles du quatrième ordre,' et 
une difficulté proviendrait des conditions aux limites indispen¬ 
sables pour déterminer la solution particulière convenant au champ 
d’une particule matérielle. La loi choisie (avec ou sans la cons¬ 
tante X) est la plus simple qu’on puisse adopter, elle comporte le 
minimum d’arbitraire, et il se trouve que dans les limites de pré¬ 
cision des observations, celte loi est expérimentalement vérifiée. 

84. Les équations de l'hydrodynamique. 

Revenons au tenseur impulsion-énergie, dont l'expression en 
coordonnées galiléennes est (45-i4)- Nous pouvons, dans l’aspect 
macroscopique, considérer comme très petit un fragment de 
matière dans lequel s’exercent des tensions internes, c’est-à-dire 
dans lequel diverses portions de matière ont des vitesses de gran¬ 
deurs et d’orientations différentes. Pour tenir compte de ces 
tensions internes, nous pouvons décomposer le tenseur en deux 
parties, la première se rapportant au mouvement d’ensemble du 
fragment de matière, de vitesse (> x , ^x a ? *’x 3 ? la seconde relative 
aux mouvements internes e Xl , p' x , r x par rapport au centre 
d’inerlié. Les termes rectangles s’annulent puisque les vitesses 
internes sont relatives au centre d’inertie. Sp e Xa *> x est la quantité 
de mouvement parallèle à l’axe OX a qui traverse, par unité de 
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sèment la tension interne /? Xtt Xp* Ainsi, il faut ajouter au ten¬ 
seur (45-i4) un tenseur d’espace à neuf composantes (le tenseur 
de la théorie de l’élasticité), ayant pour éléments les tensions 
internes. Nous obtenons 



En coordonnées galiléennes (ce qui suppose l’absence de champ 
de force), les quatre équations de conservation s’écrivent 

àTl 

— = ° (H- = i, a, 3, 4). 


Faisons d’abord jjl = 4î nous obtenons l’équation de continuité 
bien connue 


( (k>~i4 


à(pvxt) , à (p^ ÿ ) d(pP Xa ) , àp 

dXf <)X. 2 àX 3 ^ i)t 


Prenant p = i, 2, 3, nous obtenons les trois autres équations ; 
faisons par exemple p = t , nous avons 

/ , ^X,X, , \ 

V dX l àX 2 ^ dX 3 / 

_ à(pvj) é(prx t Px 2 ) d(pex,^x a ) à(pp x j ■ 

àXi dXt éX 3 dt 


ou, en tenant compte de l’équation précédente. 


(61—14) 


àpx^ d/? Xl x, à PXiX \ 

dXt + ^xr ~àxr) 

( àv\ dvx. àv\. 

T x ’5x 7 + Px =âxf +Px ^ 


<^x, àvx,\ __ Di'x, 
t>X 3 dt J ‘ D< 


jQ ^ 

°ù est l’accélération de la matière. 


Nous trouvons donc les équations du mouvement d’un lïaide, le 
champ de force étant nul. Les équations de l’hydrodynamique 
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(en coordonnées galiléennes) ne sont autres que les équations de 

dT v 

conservation == o, formes dégénérées de Tj v = o. 

Quand il y a un champ de force, nous savons (Mécanique ordi¬ 
naire) qu’on introduit les composantes de la force sur l’unité de 
volume pF^, pF^, oF^; les équations prennent la forme 


(62-t 4 ) 


àjl 

ÔXm 


C- 


F 




Les coordonnées ne sont plus rigoureusement des coordonnées 
galiléennes car il n’y a plus de coordonnées galiléennes dans un 
champ de force, mais c'est un fait dont on ne tient pas compte 
dans la Mécanique classique. 


85. Les forces. 


crivons l’expression de la divergence de T 


\j. * 


rp\l 
1 (J.V 


I () 
y/ZTÿ <)T V 




1 [XV 

I * 


rpV 
1 a 


La loi de conservation est 


(03-i4 ) 


_ S i* v ! gv 

~ I « j “ 


cl dans le cas particulier où les coordonnées sont choisies de 


manière que y/ — g = i , 
(«4-U) 


__ 5 fxv ) v 

()X V “ I a \ a 


Sous cette forme, la loi de conservation constitue l’expression 
de la loi d’impulsion et d’énergie pour la matière : le second 
membre (qui disparaît quand les g^ v sont constants, c’est-à-dire 
quand le champ de force est nul) représente l’influence énergé¬ 
tique de la gravitation sur la matière, c’est-à-dire détermine 
l’impulsion et l’énergie communiquées à la matière parle champ 
de force (champ de gravitation permanent ou champ de gravita¬ 
tion géométrique). 
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Ces équations imposent quatre conditions (pour p = i, 2 , 3, \) 
que le tenseur matériel doit satisfaire. 

Ce sont les équations de l’hydrodynamique dans un champ de 
force et pour les milieux dépourvus de frottement. 

En pratique, la vitesse de la matière est toujours très petite par 
rapport à la vitesse de la lumière, et nous pouvons faire une 
approximation. Nous pouvons prendre des coordonnées très peu 
différentes de coordonnées galiléennes, et admettre que le tenseur 
matériel se réduit à T], cette composante étant considérablement 
plus grande que les autres composantes de TJ J nous écrivons donc 
approximativement : 


( 05-i4) 


àx^ | 4 I 4 ! i 1 


c’est F approximation faite en Mécanique ordinaire. 

Nous avons déjà appelé « composantes du champ » (n° 78) 1rs 

grandeurs représentées par les symboles j j de Christofiel. Com¬ 
parant ( 60 - 14 ) aux équations habituelles de l'hydrodynamique 
dans un champ de force ( 62 - 14 )? nous voyons bien que ces sym¬ 
boles représentent des forces (divisées par c' 2 ) 



\ 34 ( 

I 4 > 


c 1 


V 

1 .ru 


r*2 




C- 


- K . 


Ces trois symboles (multipliés par — c' 2 ) sont les composantes 
de la force principale, la force d'inertie de la Mécanique, la 
seule qu'on envisage en Mécanique classique , qui produit sur 
la matière une action proportionnelle à la masse, c’est-à-dire pro¬ 
portionnelle à l’énergie ; la Mécanique newtonienne néglige les 
autres « forces » qui sont liées aux autres composantes du 
tenseur TJ, c’est-à-dire à la quantité de mouvement et aux 
tensions. 

Les équations habituelles de l’hydrodynamique (dans un champ 
de force) ne constituent donc qu’une approximation, d’ailleurs 
excellente. 

Ecri vons maintenant la divergence de TJ, sous la forme ( 06 - 1 3 ), 
avec \J — g = 1 , nous obtenons 


à T 


V 

V- 


- T*P 




1 àgu 

‘ v» 


npproximal i\ emem. 


( 66-14 ) 


t) r.. 
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Nous voyons que 
<67-1 0 F,,, F.,. F. r 


c- c•" àt(\\ 

1 ÔXe> 


£Î ^ v 

2 <fcr 3 


Si F r[? F rj , F rj dérivent d’un potentiel O (an sens de la 
nique classique), la solution de (G-y-i/j ) est 


-gw.-\- consi., 


el .si Ù = o à l’infini, et g, t , = 1 , 


((><s™i4) 


•>. 12 

o "4 4. = 1 H-r 


Nous avions déjà remarqué eetie relation au n° 60, dans la 
transformation de coordonnées relative à un système tournant 
(champ de force centrifuge). 


86. Les équations du mouvement du point matériel, en 
Mécanique classique, déduites, en première approxima¬ 
tion, des équations de la géodésique (*)• 

Dans un Univers supposé euclidien, on peut choisir des coor¬ 
données galilécnncs de manière à avoir 


< Oc)-14 ) A'n= Xn 


r, = 1, = 0 si p* ^ v, 


c’est la su[)pression totale du champ de force. 

Dans la réalité, à distance (inie de la matière, il y a toujours un 
dîamp do gravitation permanent, mais l 5 Univers est très peu 
déformé. Nous savons, de plus, qu’au champ de gravitation per¬ 
manent peut se superposer un champ de gravitation « géomé¬ 
trique » qui 11 ’cst autre que la manifestation de l’état de mouve¬ 
ment du système (le référence. Le champ de gravitation permanent 
disparaît à distance infinie de toute matière et le champ de gravi¬ 
tation géométrique est nul si Fou adopte un système de référence 
dans lequel les coordonnées deviennent galilécnncs à l’infini. 

Nous allons considérer le cas où les g^ y difièrent très peu des 
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valeurs galiléennes ( 69 - 14 )? nous négligerons les quantités de 
l’ordre du carré des différences ; nous supposerons que les g WJ 
tendent vers les valeurs galiléennes à mesure qu’on s’éloigne de 
toute matière, c’est-à-dire qu’on adopte un système de référence 
galiléen à l’infini. 

Les vitesses de la matière étant toujours, dans la réalité, très 

j, dx 1 dx 2 dx tS , 

petites par rapport à c, les composantes d espace ? "^ 7 5 nu 
quadrivecteur du mouvement sont toujours très petites par rapport 
à la composante de temps cette dernière peut être prise égale 
à 1 , aux quantités du second ordre près. 

Les forces j j sont très petites, ce sont des grandeurs du pre- 
niier ordre au moins. 

Soient alors les équations d’une géodésique ( 1 5- 1 4,) 

d-Xet __ S 

ds* ~~ ( cr ( ds ds 


Nous pouvons nous contenter de considérer les termes pour 
lesquels a = [3 = 4? et nous pouvons remplacer ds par les g QX 
par les valeurs galiléennes. Nous obtenons ainsi 


r dKTfj __ 

"4L 

c s dr- ~~ 

cr 

[ d‘-x.\ 

“44 

c 2 dp ~ 

_ 4 .. 


(or = i, v., 3). 


Lorsque le champ de gravitation est quasi statique, e’esl-à-dire 
lorsqu’on n’envisage que le cas où la matière, source du champ 
de gravitation, n’est animée (dans le système de référence employé) 
que d’une vitesse très petite par rapport à la vitesse de la lumière, 
on peut négliger les dérivées des g^ par rapport à ,r 4 vis-à-vis des 
dérivées par rapport aux coordonnées d’espace, et l'on oh tien! 
simplement 


(70-1-Ü 


_L c ^ X(î _ I 

c* dt* 9 <)£(j 


(or = 1, 9 , ’i ). 


Ce sont bien les équations de la trajectoire du point libre en 
Mécanique classique, à condition d’identifier, à une constante 
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ü étant le-potentiel, au sens de la Mécanique ordinaire, 

c- 

il ~ — gi, v-h const. 

2 


el, puisque à l'infini, ü == o et g A * = i, 

o Q 

(71-14) 


<r, , 

<£> O 


I —f— 


r* 2 


Il est remarquable que la composante g hh du tenseur fonda¬ 
mental donne à elle seule, en première approximation, le mouve¬ 
ment du point matériel. 


87. La loi du mouvement du point matériel libre 
est contenue dans la loi de la gravitation. 

La relation (71-14) qui vient d’être établie (en première approxi¬ 
mation) est identique à celle que nous avons déduite (68-14) de 
la loi de conservation de l’impulsion-éncrgie, au même degré 
d’approximation. 

Ce résultat nous laisse penser qu’f/ rfy a pas indépendance 
entre la loi de conservation et la toi suivant laquelle un point 
matériel libre a pour ligne d'Univers une géodêsique. 

Jetons un coup d’œil en arrière sur la suite des idées. Nous 
sommes partis de la loi galiléenne d’inertie : un point matériel 
libre dans un espace-temps euclidien, repéré dans un système 
galiléen , décrit une droite d’un mouvement uniforme; sa ligne 

d’Univers est donc une géodésique ù J ds = o de l’espace-lemps* 

Cette propriété de longueur stationnaire, 0 J*ds = 0, ne pouvant 

dépendre que de la structure de l’espace-temps, et étant nécessai¬ 
rement indépendante du système de coordonnées, nous avons 
cherché l’équation générale des géodésiques, c’est-à-dire des 
lignes d’Univers des mobiles libres dans l’espace-temps euclidien , 
en coordonnées arbitraires. 

Le résultat établi pour un champ de gravitation « géométrique » 
dans un Univers euclidien a été étendu, par application du 
principe d’équivalence, à un champ de gravitation quelconque 
dans l’Univers réel. 

\\ 


BKCQUKUKI. 
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Mais, jusqu’à présent, rien ne prouve que la loi de conservation 
impose au point matériel libre de suivre une géodésique d’Uni¬ 
vers. Voici une démonstration (Jacques Rossignol). Pour simplifier 

les calculs, prenons les coordonnées telles que \J — g = i • La loi 
de conservation est 

àTl i <)g ap ^ 


<)æ,j 2 <)x. 


T a P = o, 


avec 


T v = o- 

1 [J. —: £> 


dxcj dx v dx a dx$ 

T * " p0 "^r ds 


Portant ces expressions de et T a P dans l’équation, et 
posant uv= on obtient immédiatement (avec quelques chan¬ 
gements d’indices muets) 

( U G U J ) -h \ | « a u$ == o 


ôu y du G \ aS ) o 

U G ■■■ —J— —:— *4“ < /“ U*Ul — O. 

ox v as [ a ) 


Multipliant par nous obtenons 


c’est-à-dire 


àu v du® 

u ° ltl à^^ u<J ~dT^ 


£y<r | | w a o, 


lia U G -H W ,7 —=-h ^ 1 . U a 3 MÏ = O. 


Les deux derniers termes du symbole se détruisent dans la som¬ 
mation; l’équation précédente s’écrit donc : 

„àu v du G i a 

u c u G -H- Utj —; 1 --—- U* u? wï = o. 

OXy as % ()x$ 


ou encore 


ôa v du<* i dga q 

UqUQ— -p- u„ —--1- - u a u? = o. 

6 tr v <2.9 2 «S 


Nous remarquons maintenant que 


et, par conséquent, 
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OU 


I 

1 ds 




u a 


du* 

ds 


Urj 


du* 

ds 


Les deux derniers termes de (b) se détruisent donc, et il reste 

du'* 

ôx v “ ° 

si l’on supprime la restriction y/ — g = i, cette équation se généra¬ 
lise par 

= o (w= 

Or, l’équation 

Pot.V = o . 

n'est autre que l’expression de la conservation de la masse. 

Tenant compte de = o, l'équation (a) est bien l’équation 

générale des géodésiques. La restriction y/— g = i est levée, car 
le premier membre est un tenseur (voir n° 78). 

Eddington (*) donne la démonstration suivante, et établit en 
même temps que la masse au repos d’une particule est constante. 

La loi de conservation T^ v = o peut s’écrire, en faisant passer 
en haut l’indice jji, sous la forme TÇ ,V = o, ou, d’après (58-i3), 




• Intégrons cette équation pour un quadrivolume très petit. On 
peut effectuer immédiatement une première intégration sur le 
premier membre, et l’on a 


(72-1/1) f j* J* T>i s/ — g dx<L dx 3 dxi, -+- J* j* J* T^ 2 sJ — g dx\ dx 3 dx,,- K.. 


11 fi 


Supposons que dans le domaine d’intégration il n’y ait qu’une 
simple particule et que, par suite, le tenseur matériel soit.nul en 
tout point sauf sur la ligne d’Univers de la particule. 


( l ) Espace, Temps , Gravitation , partie théorique, n° 41 . 
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On a 


et, d’après i 22-1 3 ), 


T*P = 


dx a 

?o ir 


dxa 

~df' 


yj — cltù = doi 0 = d'&s dX 4 — cA . c dt d\ ds , 


d\ étant F élément de volume tridimensionnel pour l’observateur, 
au repos par rapport à la particule, qui mesurera l’élément de 
quadrivolume dans l’Univers tangent. Nous écrirons donc 


fui^ i '- = nn , - æids = m 0 ds. 


ds étant la longueur de l’arc de ligne d’Univers continu à l'inté¬ 
rieur du domaine d’intégration et rn a =zj J J" p 0 dV la masse au 
repos de la particule. 

Donc, si le domaine d’intégration est très petit, nous pouvons 
remplacer le second membre de (72-14) par 


( 73—11) 


“P j ^ *• 

[j. ) ds ds 


Au premier membre, les intégrales triples étendues, à 1’espaco 
ridimensionnel qui limite le quadrivolume, s’annulent partout 
sauf aux deux points où la ligne d’Univers coupe cet espace 
ridimensionnel. 

Pour simplifier, choisissons les coordonnées de manière qu’au 
voisinage de ces points d’intersection le quadrivolume soit limité 
par % { = const., de sorte que la première des intégrales triples 
subsiste seule. Le premier membre de (72-14) devient l’expres¬ 
sion 




lêriiïf //*> * dx * dx * dXi 


dont on doit prendre la différence des valeurs pour les deux 
valeurs limites. 

Dans chaque élément d’intégration, nous pouvons remplacer 

/- dx 1 . . , d\ ds 

V— o — r~ dx 2 dx 3 dx !t par —;— ou dV , 
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3 ( 74 ) s’écrit simplement 

dx^'" 

"*°“57 ’ 


indiquant qu’on doit prendre la différence des valeurs 
imité aux deux limites. On peut écrire encore 


d_ 

ds 


dx {J \ 

m «-dT) ds ’ 


l'urne dans l’expression (73-14)7la longueur de Face de 
vers compris entre les deux limites. 

■ n (72) devient 


d_ 

ds 


dx 


m 0 


V- 


ds 


-+■ 7)Iq 


«[3 J dx a dx§ 
[A ( ds ds 


L donne le taux de variation de la quantité de mouvc- 
. 3 énergie de la particule 1 , 
écjuation on déduit : 

dx v d [ dxn,\ 0 I a 3 ) dx v dx a dxp 

y mQ J _ I (jl ( ds ds ds 

__ 0 r.fn ^ Xa 

m ** L v J ds ds ds 

__ t t <)£ol$ dx v dxa dx$ 

2 0 0 x v ds ds ds 

_ __ I 2 dx *- dx $ 

2 ds ds ds 

_ 1 2 dgy» dot 7^, dx v 

2 m ° ds ds ds 


membre à membre à cette équation la même équation 
permutant p. et v, nous obtenons 


V 


dx^ d 
ds ds 


m 0 


dx^1 
ds 


£>v™o 


dx^ 
ds 


£ 

ds 


m Q 


dx v 

ds 


+ m o 


dgu.; 

ds 


dx ^ dxv 
ds ds 


d_ 

ds 


£ (J-v 


dx m dx v 

“57 “57 m ° 
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2 ï.| 

or, on a 

d’où finalement 
ce qui prouve : 


dx pt. dx v 

~sr =Iî 


dml 

ds 



i° Que la masse au repos d’une particule est constante; 
a 0 Que les équations du mouvement (76-1 4 ) sont bien les équa¬ 
tions d’une géodésique. 


Ainsi, nous obtenons ce résultat fondamental que la loi du mou¬ 
vement est la conséquence de la conservation de Vimpulsion- 
énergie. Elle est par suite contenue dans la loi de la gravitation 
puisque celle-ci englobe le principe de conservation. 


88. Champ statique. Loi de Newton déduite, 
en première approximation, de la loi d’Einstein. 


Avec les mêmes approximations qu’au n° 86, nous pouvons, dans 
l’expression du tenseur R^ v 

r à J (xv ) l [Ji« ) l ve ) à ( {Jia ) { jxv M ea ) 

<lr a ( a j l £ ^ ( a \ àx v jap j g ) \ ol j ’ 


négliger le produit des forces, c’est-à-dire supprimer le second et 
le quatrième terme. La loi d’Einstein s’écrit donc approximative¬ 
ment : 


(77-i'i) 


ÔXt 


\ pv 


CL 


—H 


()x. 


{JLX 

CL 


x T 




fy T 

à [J-v * 


Développant le premier membre et remarquant que les g^ v ont 
des valeurs extrêmement voisines des valeurs galilécnnes (cc qui 
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nous obtenons : 


(78-14) 


ÔJ'I 




à P [xv 1 à T [xv ~ 

à&2 L 2 J ^3 L 3 _ 


ôx 


ô_ 

dx à 
Ô* g 


ÔX 4 


[XV 

4 


A 33 


'i 2 


^ \u 


2 ÔX [j. v 2 ^vC v 

Tav 


2 ()x tJ . dx v 2 cJjqj. ctr., 


x 




S apposons un champ ligoureusement statique , c'esl-à-dire 
tel que les dérivées des par rapport à X/, soient milles ; le 
premier membre devient, pour p. = v == /\, 


L ( _s_ () ~*v 

2 \ (>xf ' ôx\ 


Ôxl / 


c'est-à-dire 


A fr > f 

H I * 


D’autre part, la matière étant au repos dans le système de réfé¬ 
rence (puisque le champ est supposé statique), si l’cn néglige les 
forces internes, le tenseur T^ v se réduit à 

44 ““ P " "" pO ^ • 


De sorte que, pour p. = v == 4 , l’équation (78-14) s’écrit 

44 — * pOj 

A * 

c'cst-à-dire, d’après (71-14), 


( 79 -i 4 ) 
en posant 



y. 


8 7lG 


La formule (79) est la formule de Poisson ; c’est, comme 011 le • 
sait, l’expression analytique de la loi de Newton : elle caractérise 
un champ de force proportionnel à la masse et en raison inverse 
du carré de la distance. On a, en eflét, par intégration, 



De plus, la constante d’Einstein x se trouve maintenant déter- 
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enne. Ce facteur de proportionnalité entre le tenseur et le 

I 

seur d’Univers conservatif a P our va ^ cur 

8 - G 8 ^ 6 , 7 .io - 8 


o-i4 ) 


c 2 


9 • lo20 


1,87. io -î7 unité C. G. S. 


On doit remarquer que, même dans un champ rigoureusement 
atique, la loi de Newton n’est qu’approchée car les équations (77) 
(78) ne sont pas rigoureuses, mais elle est d'autant plus exacte 
1e les g' [V , diffèrent moins des valeurs galiléennes. 

Nous voyons, par ce qui précède, qu’il y a identité entre la 
asse d’inertie et la masse gravitationnelle de la théorie de Newton, 
est-à-dire que la même qualité de la matière subit l’action d'un 
ïamp de force et est elle-même la source d’un champ de gravi ta¬ 
on; mais, pour des champs intenses, la terminologie newtonienne 
2vient ambiguë, puisque la loi de Newton n’est pas rigoureuse. 


89. Champ non statique. Propagation de la gravitation. 

Les potentiels de gravitation sont des relations entre l’Uni- 
îrs et le système de coordonnées employé . b Comme l’a fait 
itnarquer Eddington, il ne saurait être question d’une condition 
înérale de propagation, puisque le système de coordonnées est 
•bitraire ; toutefois, si les coordonnées sont convenablement 
oisies, l’influence gravifique apparaît comme se propageant avec 
vitesse de la lumière (*). Voici la démonstration d’Eddington. 
On sait que, dans la théorie de l’élasticité, l’équation générale 
tprimantla propagation d’une petite perturbation, avec la vitesse r, 
■a 

l±±-JL - J_LV p=s * 

\ ' ,2 et* <)x- ày- Oz- J * ’ 

ù <t> est nul, sauf à la source de la perturbation. 


C) Einstein, Sitzungsber . d. Preusz. Akad. d. Wissensçh., 191(3, p. 088 ; 1918, 
r 5 {. — Hilbert, A achr. d. Gesellsch. d . Wissensch. zu Gottingen , 1917. — 
e Sitter, Monthly Notices, décembre 1916, p. i.“>9. — Kudington, Report on the 
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Les sources de la gravitation se trouvent dans toutes les régions 
où il j a de la matière, et R^, est nul partout, sauf dans ces 
régions; il est donc logique de considérer R^,, comme F analogue 
de <ï>. Nous allons chercher si une perturbation gravifîque peut être 
représentée par des quantités satisfaisant l’équation 


(81-14) 




<)' 2 /lp.y 

<)x a ctrp 


= 2R 




dont le premier membre est la forme généralisée du dalemberlien 

d* <)* <)* ri* 


U h 


P-v 


rjXf dX' 2 


dX* 






où X,, X 2 , X n , X* sont des coordonnées galiléennes. 

Posons donc a priori (81 -1 4 ) ; nous aurons à chercher la signi¬ 
fication des h ^ v . Nous prendrons un système de coordonnées tel 
que les diffèrent très peu des valeurs galiléennes, les écarts à 
ces valeurs étant considérés comme du premier ordre ; d’autre pari, 
nous supposerons que les A^ v sont du premier ordre. Nous négli¬ 
gerons toutes les quantités du second ordre. 

Multiplions (81-1 4 ) successivement par g vf7 et gV-'\ nous obte¬ 
nons (les dérivées des g^ étant très petites du premier ordre), 



hZ 

,,a 3 V- = 

° àx x 

iRJ 

et 

. « '> 2 h 

n dr x Oxfj 

:lR 

en écrivant 

hZ = fit 

rL 

II 

< 


Des équations précédentes, nous lirons au degré d’approxima¬ 
tion indiqué 




à 2 


<)x a dxp 


hl - \ ffl h) = a (RJ - j 4 R) = ■- « T? 


et 


-p ,n ( ùh * 


ÔXk ()x$ \ ()XfT 2 Ô ^ ÙXfs 


-r ‘>h\ = _ 


ox 


<7 


àT 7 , 


Si le système de coordonnées est tel que-y^ —°i solution, 
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eu égard aux conditions aux limites, est 


àh\ 


ùh 


( 82 - 14 ) 


2 àx a L 


trCC t 
O 


i f)h 


dx G 2 ^ àxç 

Ceci posé, considéi'ons l’expression 

i * à T ^ f àhv$ à h ^ àh 


2 ÙX\ 


[XV 


dx$ 


\ Ox^ dx v 
qui, au degré d'approximation, se réduit à 

d 2 Açxv 


i à ' 1 h ? 




-h ~£* a P 


>. (Kvu. 


Oh 


o*P-V _ 

* àx 


[XV 


à* h 


:2 dx a dxp 2 àx a ÔTy 2 ô àx a dxp 2 dx^ dx v 


d’opi'ès la condition qui précède, les deux premiers termes détruisent 
le dernier terme, et il ne subsiste que le terme 



à- h (xv 
ôxa, ôxq 


que nous avons posé égal à R^ v . 

D’autre part, les coordonnées étant très voisines de coordonnées 
galiléennes, se réduit à 


R(XV = 


d 

àx a 


« S 


2 dx a 


o-a (3 

O 


àx v 


dx 


[XCt ) 


V. 






ÔXm 


àxp / J :■>. da-jA \°. àcr v ) ’ 


comparant cette expression à (82-14) qui, dans un système dr 

èT' 7 

coordonnées tel que ■— = o, représente aussi R r , il est clair que 

les quantités très petites peuvent être prises égales aux écarts 
des gpv à partir des valeurs constantes galiléennes. Dans un tel 
système de coordonnées, ces écarts satisfont l’équation (81-1/Q. 

Il importe maintenant d’examiner la condition = o et de 

dx (j 

voir, d’abord, si cette condition est réalisable avec notre degré 
d’approximation, ensuite quelles sont les coordonnées employées 

et quelle est la signification physique du résultat. 

éT 0 " 

Dans toute région vide, on a évidemment —£ = o. Quelles que 
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des coordonnées galiléennes, l’équation de propagation généralisée 

« à 2 Jin v 

£-a|3 --— = o 

ox a drg 

est satisfaite au degré d’approximation admis. 

Dans uno région contenant de la matière, les équations de l’hy- 

drodynamique = o qui expriment la conservation de l’impul¬ 
sion-énergie de la matière seule ne seraient exactes qu’en l’absence 
de tout champ de force, mais nous savons par expérience qu’elles 
sont pratiquement valables si le champ de gravitation est très faible 
et avec les coordonnées quasi galiléennes habituellement employées 
en Mécanique. L’équation (81-1.4) est alors valable avec notre 
d e g ré d ’ a p p r 0 x i ma ti on. 

Supposons un champ statique, c’est-à-dire dans lequel les déri¬ 
vées sont nulle s ; l’équation (81-14) se réduit, toujours au 
même degré d’approximation, à 

l d 2 d* \ 7 . D 

~ + àZî + = 2 

ou 

A//JJ.V = - O RpLV : = 0'/.(t p.v - “opTj. 


On a, de plus, pour la matière au repos, T = T 44 = p 0 j les 
autres (composantes T^ v sont nulles ; on obtient par conséquent, 


A/? il = A/02 = A//33 = A//44 — xpo: 


c’est une généralisation de l’équation de Poisson, 


la solution est 



I /intervalle élémentaire s’écrit donc, dans le cas d’une particule 
unique de masse M, 
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à l’infini, il devient 

ds- =— dx\ — dx\ — dx | -I- dx \, 


ce qui montre que les coordonnées employées deviennent gali- 
léennes à rinfini. 

L’interprétation physique des résultats qui précédent est donc la 
suivante. Si l’observateur considère que T Univers est quasi eucli¬ 
dien, c’est-à-dire euclidien mais légèrement déformé parle voisinage 
de matière ; s’il prend, comme dans la Mécanique céleste habituelle, 
des coordonnées qu’il considère comme galiléennes, c’est-à-dire 
des coordonnées aussi voisines que possibles des coordonnées 
galiléennes et devenant galiléennes à Vinfini; s’il considère 
enfin des petites variations du champ de gravitation, produites par 
de la matière animée, dans le système de référence, de vitesses 
petites par rapport à la vitesse de la lumière, les déformations du 
champ de gravitation dans le vide obéissent très approxima¬ 
tivement à l’équation 


qui peut s’écrire 



é 2 /?y.v 
Oxp 


= o 


□ v, 


<û 
dx 2 


jd 2 _ ù_ 

ày* àz* ' + ' C àt 2 


h tj.v = o. 


Au même degré d'approximation que l’équation de Poisson, 
c’est-à-dire que la loi de Newton, et même avec une approximation 
n peu plus grande représentée, dans le cas d’un champ statique, 
par l’équation ( 83 -1 4 ) résultant de la généralisation de l’équation 
de Poisson (*), les perturbations gravifiques apparaissent à l’obser¬ 
vateur comme se propageant avec la vitesse de la lumière. 


( l ) Avec 1’approximation de la loi de *Newton, il ne subsiste que h iA) de sorte 
que l’intervalle élémentaire s’écrit 

ds 2 —— dx 2 — dy 2 — dz 1 — (i — \ c 2 dt % 


l’espace envisagé seul (dt = o) est considéré comme euclidien. 

Nous établirons, au Chapitre suivant, que l’expression exacte de ds*, dans le 
champ d’une particule, est, en coordonnées polaires, 


ds- = 


2G\n 

c 2 r J 


1 dr- — 


/‘ a db 2 — r- sin 2 6 dtp --b 


2 GM 
c- r 


c 2 dû ; 


n\t 


n. 
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Pratiquement, si nous considérons une distribution arbitraire 
de matière se mouvant, avec une vitesse faible par rapport à la 
vitesse de la lumière (ce qui est toujours le cas), on peut écrire, 
en désignant par O le potentiel au sens de la Mécanique ancienne, 


□ Q = Ail 


_L 

c 2 àt 2 


4 -p G ; 


cette équation a pour solution 



p// dV r 
rv 


Lus effets de gravitation obéissent à la loi des potentiels retardés. 
Ll t est, à l’instant G le potentiel en un point qui, à l’époque 

c 


était situé à la distance r f , de l’élément matériel dont la densité 
était p ( > et dont le volume était dY t . 

Le temps £ dépend de l’élément de volume considéré. Le 
domaine d’intégration, c’est-à-dire le domaine dans lequel o 
ne coïncide pas avec l’espace occupé à un instant déterminé par 
les corps sources du champ de gravitation. 

Le fait que le potentiel de gravitation satisfait à l’équation des 
potentiels retardés explique, comme dans le cas des actions élec¬ 
triques, Y apparence des actions de gravitation centrales et instan¬ 
tanées. 


90. Remarques sur la loi de la gravitation. 

La loi de la gravitation dans le vide , R [IV : = : o, constitue, comme 
nous l’avons déjà dit, une restriction considérable imposée aux 
géométries de l’Espace-Temps. Par contre, dans la matière , sup- 


nous obtenons 
ds- = — 


r 2 d6 2 4- r 2 sin 2 0 rf ? 2 ) -h (i — ) c 2 <* 2 


'r ) 


c J /• 


(i -I- \ ( dx 2 - 4 - dy 2 + ds 2 ) + p — c 2 de-. 


ce qui est précisément l’expression approchée (83-i4). 
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posée continue, c’est-à-dire envisagée sous l’aspect macroscopique, 
tous les genres d’espace-temps deviennent théoriquement possibles : 
nous pouvons, en effet, nous donner arbitrairement les dix poten¬ 
tiels et déterminer par les dix équations 

R txv — — h = — T 

les conditions que doit remplir la matière pour produire ces 
potentiels. Il importe toutefois d’observer que c’est là seulement 
un résultat théorique, car on peut se trouver ainsi conduit à une 
distribution physiquement impossible (densité excessive ou, au 
contraire, densité négative). 


Dans le vide, les équations R av = o se réduisent à six conditions, 
à cause des quatre identités (1 3 — 14) : 


R 


v 

[XV 


1 dK_ 

2 ÙXy. 


qui correspondent à la quadruple indétermination des coor¬ 
données. 

Quand il y a de la matière présente, ces quatre identités se trans¬ 
forment en quatre équations : 


R 


JJLV 


1 ^ 

2 ÔX 


F* 


np V 

2? Tjjlv 


entre les grandeurs qui forment le tenseur impulsion-énergie de la 
matière. 

Le degré d’indétermination des coordonnées, c’est-à-dire le 
nombre des dimensions de l’Univers, impose donc à la matière un 
nombre égal de conditions qui doivent être nécessairement rem¬ 
plies. Ces quatre conditions constituent la loi de conservation de 
l’impulsion et de l’énergie. 

Nous avons montré (n° 83 ) qu’en posant comme postulat la loi 
de conservation, il existe d’autres identifications théoriquement 
possibles du tenseur T^v, c’est-à-dire d’autres lois de gravitation, 
mais beaucoup plus compliquées que la loi adoptée; cette dernière, 
en excellent accord avec l’expérience, paraît bien être la loi exacte 


CHAPITRE XIV. — THÉORIE DE LA GRAVITATION ET DYNAMIQUE. 223 

Rpv (courbure R = 4 ^ constante et différente de zéro dans 

le vide), comme nous le verrons plus loin. 

A la question « la loi d’Einstein est-elle bien conforme aux lois 
de la Mécanique »? il faut répondre : « C : est elle qui résume la 
dynamique tout entière ». La loi de la gravitation contient, sous 
sa forme la plus générale, la loi de conservation de l’impulsion, 
de l’énergie et de la masse; elle contient la loi du mouvement du 
point matériel libre : c’est la loi de l’inertie, car gravitation et 
inertie ne sont qu’une seule et même chose; elle contient enfin la 
dynamique du point matériel. 


III. - APPLICATIONS ET VÉRIFICATIONS PE LA LOI 

D’EINSTEIN. 


91. Le champ de gravitation d’un centre matériel. 

Inapplication la plus directe de la loi d’Einstein est l’expression 
de l’intervalle élémentaire dans l’Espace-Temps modifié par la 
présence d’un centre matériel ( 1 ). 

Dans un Univers euclidien, c’est-à-dire en l’absence de tout 
champ de gravitation permanent, si l’on prend des coordonnées 
polaires 

X \ = — 0, Xz = «P, 0?4 = et , 

l’intervalle élémentaire est représenté par 
( 84-14) ds* = — (r* dû*-h 7-2 sin 2 ô d <p*) - 4 - c 2 dl\ 

Élément d'arc de sphère 
de rsyon /■. 

S’il y a une particule matérielle à l’origine des coordonnées, un 
champ de gravitation règne autour de cette particule, l’Espace- 
Temps n’est plus euclidien et l’expression précédente de ds 2 n’est 


( 1 ) Einstein, SUzungsber. d, Preusz. Akad. d. Wissensch., t. XLVI1, ic)i5, 
p. 83r. — Sciiwanzschild, Jbid., t. VII, i()i6, p. 189 . — Eddington, Espace , 
2'emps, Gravitation, partie théorique, n° 29. L'exposé qui suit est celui 
<l'Eddin ton. 
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plus exacte, mais nous pouvons tenter de mettre ds 2 s 
forme analogue, qui.se réduise à (84) à line distance infî 
particule, puisqu’à l'infini le champ de gravitation do 
raître. 

Nous allons essayer une solution de la forme 


r 85 -i 4 ) 


ds- = — e*' dr ~— eV'(r 2 d() 2 -H r 2 sin 2 0 do 2 ) h- e v dx% 

{dx w = c dt ), 


/', 6, cp, x A sont quatre variables dont nous préciserons ] 
la signification; à, ja, v sont des fonctions de r et non d 
elles doivent s’annuler à l’infini; nous allons voir si nous 
déterminer X, ja, v de manière que la loi d’Einstein R CTX 
satisfaite : si nous réussissons, nous aurons obtenu une 
du problème et c’est, seulement alors que nous pourrons 
l'interprétation physique des coordonnées employées. 

Nous n’écrivons pas de termes produits dr <s?8, dr rfcp, 
cause de la symétrie du champ dans l’espace; il n’y a pas 
de termes en dr dt , c /9 dt : do dt car suivant l’expressic 
dington, il y a symétrie dans le temps de l’histoire j 
future de la particule ( 1 ). 

Nous pouvons simplifier l’expression ( 85 ) en prenant i 
velle coordonnée /'J = r 2 e^, supprimant l’indice et choisi* 
nouvelle fonction X. Nous allons donc essayer l’expression 

( 8 G- 14 ) ds 2 = — dr 2 — r- d(i 2 — r 2 siu- 0 d<? 2 e v dx%. 


C 1 ) Ces conditions sont imposées si Von veut conserver les notions d 
et de « temps». L’objection faite par M. Painlevé (C. JR. de VA 
oct. 1921 ) entre les conclusions physiques déduites de la formule <!■ 
eliild, que nous allons établir, n est pas justifiée. M. Painlevé a cmplo 
coordonnées et a, naturellement, trouvé une autre expression exacte d 
si le mathématicien considère, à son point de vue, tous les système 
données comme également bons, il n’en est pas de même pour le ph 
a besoin d’interpréter les résultats, et qui doit pour cela introduire le 
mesurables avec ses instruments : le choix des coordonnées est alors 
ment assujetti à certaines conditions. Lu formule de M. Painlevé ne pi 
interprétée physiquement, parce qu’elle contient un terme en dr d 
Lible avec la symétrie dans le « temps». Ce point paraît avoir échappe! 

La réponse à ces objections est implicitement contenue dans l’Ouvr 
( Dns RelatioitaLsnrinzir). B. II') et dans un Mémoi e de Mie ( Ann. 
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Les potentiels de gravitation g GX sont ainsi 
*7-14) gu = — e\ gn = —r 2 , ^ 33 = — r 2 sin 2 G, £44= e v , ^ ffT =o 


>rsque • 

Le déterminant ^ se réduit à sa diagonale principale 


38 -i 4 ) 
t Ton a 

89-14) 


g = eVbv r k sin 2 6. 


o-aa 


^ cra 


,es potentiels doivent satisfaire les équations 


9°“ t 4) 


R 


GOL 


(JT : 


t |3 

a 


(9 l GZ ) 

( <* i H { P 

0* Log ^ ^ <rc ) à Log 

' «i 


^o- da? x j a \ àx a 

Il faut calculer tous les symboles de Christoflel 


o. 


91-14) 


az 

a 


2 ô V 0 >x<j ttep / 5 


nais, puisque les potentiels sont nuis sauf quand leurs deux 
ndices sont égaux, la sommation par rapport à |à disparaît et 
’on a 

j ctt / I / ci,J?"arr <^aT 


9*2-14; 


a 


‘A^Taa \ 


ci.r<j 


cto. 


(sans sommation). 


Les cas possibles sont les suivants, c, t, p désignant des indices 
iijférents : 


CT CT 


1 () Log 


>■* «T <T 


98—T 4) 


<T i 2 ÔX(j 

a ù 

2 


GG 

Z 


1 àg cror 


2 ^ xx , 


\ GZ ) 

I * \ 


CTT 

P 


0 . 


Nous obtenons ainsi, en désignant par V et v' les dérivées par 
rapport à r des exposants \ et v [équations (86) et (87)], 


[94-i4) 


11 
1 

22 

1 


ï»'- I',*! 


i3 

3 


— > 

r 


i 4 

4 




r e~ 


23 

3 


cotÔ, 


33 

1 


r sin 2 0 


133 ) 

1 a ( 


sinô cos0, 


44 

1 


L e^~^v r . 


BECQUEREL 


15 
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Les 3 1 autres symboles sont nuis. Il ne faut d’ailleurs pas ou¬ 
blier que 

1 21 ) l 12 

( 2 I ( 2 



Nous allons maintenant développer les équations R aT = o qui 
expriment la loi de gravitation. Ces équations se réduisent ici à 
quatre : 

Rn = o, R 22 = o, R33—o? Ru = o, 


les autres étant identiquement nuis : 



j ^ l ^ k°g ^— & S 33 i ^ Log y/ — & 

l 1 \ ôr \ 2 ( 



En substituant la valeur de —^(88) et les valeurs (y 4 ) des 
symboles puis réduisant, nous obtenons 


(95-14) 


Rn 

R22 ; 

R33 

R44 


-v" — l)/v'+ iv f * 


j^I + — /' ( v r 


X 


r 


v) 


o, 


sin*0 e—ï 
e v~\ 


i -t— r(v'— X) 
2 x ' 


sin 2 ô = o, 


- v" -i —\ X 

2 4 


1 v 

V — _v ' 2 — I 


o. 


De la première et de la dernière équation résulte V =— v' et 
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(conditions aux limites) 


La seconde et la iroisième équation sont identiques et en vertu 
de l’équation \ = — v elles donnent 

e y ( 1 -h rv') = 1. 

. Pour intégrer cette équation posons e v = y, nous avons 


d’où 

(96-14) 


Y -+- r'Y = 1, 


y = e v = 1 


A étant la constante d’intégration. Cette constante est arbitraire 
dans le calcul, mais physiquement, pour une particule donnée, elle 
est évidemment déterminée et elle caractérise la particule au point 
de vue gravifique, puisque la particule produit un champ déter¬ 
miné. Nous pouvons poser 


d’où 
(97* i4) 


Y = 1 


2 GM 


2GM 


G étant la constante de la gravitation newtonienne; M est une 
nouvelle constante que nous identifierons plus loin avec la masse 
de la particule. 


Remplaçons dans ( 86 -i 4 ) et e~^ par i 
l’expression définitive de ds ‘ 2 


2 GM 


y nous obtenons 


(98-14) d$* 


aGM\-i 


^ dr* —r 2 û?ô 2 —r 2 siri 2 ôdftp 2 -FC 2 ^i— 


dont nous avions obtenu une expression approchée ( 83 -i 4 ) au 


Cherchons maintenant la signification des coordonnées r, 9 , cp, t. 

t 0 Le temps. — En un point fixe par rapport au centre matériel 
(dr= o, d§ = o, do = o) l’intervalle du temps mesuré entre 
deux événements infiniment rapprochés est 


r~ j. 
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Comme \/y = i lorsque r est infini, on voit que la coordonnée t 
est le temps à une distance infinie de la particule dans le sys¬ 
tème de référence lié à cette particule. 

2° Vespace. — Dans l’expression de ds 2 le terme d’espace, 
représentant le carré de la distance de deux points infiniment voi¬ 
sins, est 

( 100—14 ) dl 2 = — dr 2 + r 2 sin 2 0 do 2 . 

Y 

Dans les champs les plus intenses que nous connaissons, y reste 
toujours extrêmement voisin de 1, de sorte que l’espace est très 
peu différent d’un espace euclidien. Supposons d’abord que nous 
portions transversalement (dr = o) une règle extrêmement courte 
dl, nous aurons 

cil 2 = r 2 dQ 2 -+- r~ sin 2 0 <a?cp 2 , 

l’expression de dl 2 est la même que celle d’un arc de sphère en 
géométrie euclidienne, r étant le rayon vecteur, 0 l’angle du 
rayon vecteur avec un axe fixe et cp l’angle azimuthal. 

Supposons maintenant que la règle très courte soit portée radia- 
lement (rfQ = o, dco = o) de manière que, partant d’un point 
éloigné de la particule, on s’en rapproche peu à peu. Nous 
avons 

* dr = y/ÿ dl , 

\J y et par suite dr diminuent à mesure qu’on s’approche de la 
particule, et r tend vers une valeur limite r { que nous obtenons 

en faisant y = o, d’où r { = - C’est là d’ailleurs un cas pure¬ 

ment théorique qui ne se présente que parce que nous avons 
supposé un point matériel sans dimensions, c’est-à-dire une con¬ 
centration infinie de matière; la valeur de r { est excessivement 
petite et ne correspond à aucune réalité ; la matière occupe tou¬ 
jours un volume trop grand pour qu’on puisse atteindre cette 
limite, qui, par conséquent, n’a pas de signification physique. 

On voit que les longueurs mesurées transversalement (une cir¬ 
conférence, par exemple, ayant pour centre la particule) sont les 
mêmes que si l’espace était euclidien, mais qu’il en est autrement 
pour les longueurs mesurées radialement (le diamètre de la cir- 
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même règle. Il résulte de là que le rapport de la circonférence au 
diamètre est légèrement inférieur à tt, mais l’écart est faible : si 
une masse de i tonne était à l’intérieur d’un cercle de 5 m de 
rayon, c’est seulement la 24 e décimale qui serait changée (Ed- 
dington). 

On pourrait exprimer l’élément de lignes ds avec d’autres coor¬ 
données, mais celles que nous avons utilisées, d’après Schwarz- 
child, sont celles qui se rapprochent le plus de coordonnées 
polaires euclidiennes . Pratiquement, r et t sont la « distance » et 
« le temps ». 

La quantité y, nous l’avons dit, est extrêmement peu différente 
de l’unité, et c’est pourtant ce faible écart qui détermine tous les 
phénomènes de gravitation, y intervient dans deux termes, le 
terme en dr et le terme en dt : il est évident que pour la mesure 
d’un intervalle d’Univers ds, c’est surtout par le terme en dt que 
l’influence de y se manifeste, puisque ce terme contient le fac¬ 
teur c~. 


La loi de Newton. — Si nous appliquons la formule (68-1 4 ) 
nous retrouvons la loi de Newton, car nous obtenons l’expression 


(101-14) 


û = 


GM 

r 


caractéristique d’un champ newtonien. En première approxi¬ 
mation, dans un champ statique et pour les mobiles animés d’une 
faible vitesse dans le champ de la particule, tout se passe comme 
si la particule produisait une « force attractive » en raison inverse 
du carré de la distance et proportionnelle à la constante M qui la 
- caractérise ; on voit que cette constante d’intégration M s’identifie 
avec la masse gravifique de la théorie de Newton, que nous avons 
elle-même identifiée avec la masse d’inertie (n° 88). 


92. Le mouvement d’un point matériel dans le champ 
de gravitation produit par un centre. 


Un point matériel libre suit une géodésique 
sont (n° 78 ) 

d^ocQ l a(i ) dx a dx^ ^ 
ds 2 a A ds ds °" 






X - 
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Dans le cas du champ de gravitation d'un centre, il est facile 
d’écrire ces équations : les valeurs des symboles de Christoffel ont 
été calculées précédemment (94-14)* Faisons d’abord <x = 2, nous 
obtenons : 

, , d- 0 . . / dv\ 2 2 dr dïï 

( 102—14 ) -nr — cos 6 sm 6 ( -r-i- ) h— ~r ~r = °- 

v ' ds 2 \ds J r ds ds 

Nous pouvons choisir les coordonnées de manière que la vitesse 
initiale du mobile soit dans le plan 0 =^; comme nous avons 

initialement = o et cos 6 == o, il en résulte que = o : la 
trajectoire reste dans un plan. 

Pour <r = 1, 3, 4 ) 9 étant égal à ^? nous avons les équations 


o : la 


d 2 r 1 /dry 


. , ( dxu \ 2 

■^ Xv Ur) = 0 ’ 


f104-14) 


(io5_i4) 


d 2 ® 2 dr dy 
ds 2 r ds ds 


d 2 æ/, dr dx\ 

,im . I -'" 1 V .. ■■■■' . . . 

ds 2 ds ds 


o (a?4= et). 


L’intégration des deux dernières équations donne 


(106-14) 
(107-14) 


r* = h 
ds 

= k e~ v = — , 
Y 


h et k étant deux constantes d’intégration. 

Au lieu de chercher à intégrer (io 3 ), il est plus simple de dé¬ 
duire de l’expression ( 98-14 ) de ds* : en y faisant rfÔ = o, sin9 = 1, 
l’équation suivante 


(108-14) 


d © \ 2 


[ZTÏ -T 


dx 4 \ 2 


qui joue le rôle d’une intégrale, d’énergie. 

Des trois équations précédentes (106, 107,* 108) nous déduisons, 
par élimination de dx A , 
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2 GM 


231 


et par substitution de la valeur de v, v := i 

i > i 


C 2 7' 


(109-14) 


dr'' 8 
ds 


,lda\t . 2 GM 

+ r (a?) =^--o + — 

2 ^9 _ J 

. ds 


2 GM A* 
c 2 r' à 


On sait, d’autre part, que les équations du mouvement elliptique 
résultant de la loi newtonienne sont les suivantes : 


( iio-14 ) 


/dry ,GM a GM 

l di) +, 'i si) 


r i d< f _ U 

r dï- ho ’ 


u étant ]<•’. demi grand axe de l’orbite. 

Comparons ces équations newtoniennes à celles qu’on déduit de 
la théorie d’Einstein : la première des équations (log) contient un 

ternie supplémentaire —-—- que ne prévoyait pas 1 ancienne 

tliéorie. Dans ( ioy), d$ = cd t, di étant le temps propre du mo¬ 
bile, très peu différent de dt ; r peut être confondu pratiquement 
avec la distance, au sens euclidien; donc, à partie terme supplé¬ 
mentaire, on peut identifier les équations (109) et (110) en posant 

/ ‘> GM i, • ! . . 1 

A*- = 1 —* et 1 on voit encore de cette manière que la quan¬ 

tité M qui avait été introduite comme constante d’intégration est 
la masse de la particule attirante. 

A grande distance du centre, le terme supplémentaire est négli¬ 
geable et l’on retrouve le mouvement prévu dans la théorie de 
Newton. 


93. Première vérification de la loi d’Einstein. 

Le déplacement du périhélie de la planète Mercure. 

Les calculs qui précèdent s’appliquent au mouvement des pla¬ 
nètes ou de leurs satellites ('). 


(t j Beaucoup d’auteurs simplifient les formules en prenant pour unités natu¬ 
relles la vitesse de la lumière (c = 1) et la constante de la gravitation newto¬ 
nienne (G = i). Nous avons préféré. conserver l’homogénéité habituelle des 
formules. 
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Des équations (109-14) on déduit immédiatement 


h dry h* v aGM 2 GM A 2 

r 2 dy ) r* K c 2 r 


c 2 r 3 


ou, en posant u = 


/ du \ 2 

par dérivation, il vient 

fl”- u 


k* — \ 2 GM 2 GM 


/i 2 


c 2 A 2 


u 


c 2 


w 3 ; 


(111—14) 


aftp 2 


GM 3 GM „ 

u — — ••— —p* 1 . 

c 2 /i 2 c 1 


Pour intégrer cette équation, nous allons procéder par approxi¬ 
mations successives. 

Le second terme du deuxième membre est très petit par rapport 
au premier terme; leur rapport est 


3 A 2 & 2 = 3 


r pv 

ds J 


[d’après (109-14)], 


c’est trois fois le carré du rapport de la vitesse transversale de la 

dy \ 2 
ds } 

est de l’ordre de io -8 ; nous pouvons donc d’abord négliger le 
terme en u~ dans (111) et nous obtenons l’ancienne solution de la 
mécanique céleste newtonienne 

GM 

(na~i4) u = ^j[n- e C0S (cp — 


planète à la vitesse de la lumière 


n 


e étant l'excentricité de l’orbite, et xss la longitude du périhélie. 
Une seconde approximation s’obtient en substituant la valeur 

3 GM 

( 112) de u dans le terme u- de (i 11), de sorte que celte équa¬ 
tion (, 11) devient 


(ii3-i4) 


dï u GM 

- - 4 - u = -— 

c£<p 2 c 2 h 2 


3 G 3 M 3 

~FKT ' + 

3G 3 M 3 e 2 


6G 3 M 3 
G 6 A 4 


e cos{ cp — to) 


[1 COS 2(cp — Ts)]. 


r 


ac 6 A 4 
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«un effet appréciable est le terme en cos(cp — us) parce qu’il cons¬ 
titue une solution de l’équation sans second membre (effet de 
résonance). On sait qu’une intégrale particulière de l’équation 


est 


d- u 

tffcp- 


-+- u =]A coscp 


U1 = 


1 

2 


A <p sinç, 


il en résulte pour u un terme 

3 G 3 M 3 

Wl== 


qui vient s’ajouter au terme (112), de sorte que, finalement, on 
obtient une seconde approximation 

GM r 3 G 2 M 2 1 

W== 1 I -H e cos (y txt) -+- .~. j — ecp sin(cp — m)\ 

GM 

= [i + ecos( ? ~w~ &*)], 


5. 3G 2 M 2 , /2* \o 

en posant dus = - .. y et négligeant (ùus) 2 . 

La planète décrit une courbe non fermée, mais voisine d’une 
ellipse dont le périhélie avance proportionnellement à cp, c’est-à- 

dire tourne pendant une période d’une fraction de tour — > 

J- J. rn 


(114-14 ) 


0 ut 3 G 2 M 2 

CD c k /i 2 7 

i 


h 2 se calcule aisément d’après (109) en remplaçant k 2 — 1 par sa 
valeur — négligeant le terme en et remarquant que lors¬ 


que lé rayon vecteur coïncide avec le grand axe on a 


dr 

Ts 


o. On 


trouve 



GM 

c 2 


a(i — e 2 ); 


remplaçant dans (114), la rotation du périhélie, exprimée en frac¬ 
tion de tour par période, est 
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Le périhélie des planètes doit donc, du fait de l’écart à la loi de 
Newton, posséder un lent mouvement de rotation. Le calcul nu¬ 
mérique, par application de la formule qui vient d’être établie,, 
montre que pour les planètes autres que Mercure, l’écart entre 
les prévisions conformes à la loi de Newton et celles qui résultent 
de la loi d’Einstein, est de l’ordre des erreurs d’observation. 

Par contre, pour Mercure, en donnant aux constantes les va¬ 
leurs connues 


GM 

c' 1 


== i,47 •ïo 5 


(M masse du Soleil), 


a = 5,85. io 12 , e — 0 ,- 21 , 


et prenant 88 jours pour la durée de révolution, on obtient 
d’après la formule une rotation de 4^", 9 par siècle. 

Depuis que Leverrier a établi la théorie de Mercure, en tenant 
compte des perturbations dues aux autres planètes, à Vénus en 
particulier, le désaccord entre les prévisions de la mécanique 
newtonienne et les observations est, aux erreurs d’observation 
près, précisément 43 " par siècle. On n’avait pas réussi à expliquer 
cet écart. 

La nouvelle mécanique céleste fondée sur l’emploi de la loi 
d’Einstein et sur la loi d’inertie 3 J*ds = o se développe actuel¬ 
lement, en particulier en ce qui concerne la théorie de la Lune. 


94. Seconde vérification de la loi d’Einstein. 

La déviation des rayons lumineux. 

La ligne d’Univers d’un rayon lumineux est une géodésique de 
longueur nulle. Faisant, ds = o dans l’équation (98-14 ) nous ob¬ 
tenons pour le mouvement dans le plan 0 = - 


1 (dr\ 2 
T \ dt ) 


rZco \ 2 

r dï) = c *ï- 


(116-14) 

i° Propagation radiale. — On a d<o o, donc 


dr 

dt 


T : 


c 1 




c*r 


La vitesse, dans le système de coordonnées choisi, diminue à 
mpsnrft mie Fondé* se rannrnehe du eenIre oui nroduit le chamr> 


CHAPITRE XIV. — THÉORIE DE LA GRAVITATION ET DYNAMIQUE. 235 

de gravitation : il y a en réalité répulsion de la lumière par ce 
centre : il est donc, au fond, inexact de qualifier le centre matériel 
de « masse attirante ». La matière est un centre de déformation 
de l’Espace-Temps et FefFet produit sur un mobile nous apparaît, 
selon la grandeur et l’orientation de la vitesse, soit sous Faspect 
d’une attraction, soit sous Faspect d’une répulsion. 

a 0 Propagation transversale. — On a 

dr == o, r~-=c\/y. 

5 dt v 1 

La vitesse de la lumière n’est donc pas la même que dans le cas 
d’une propagation radiale. 

Il est essentiel de remarquer que ces vitesses radiale et trans¬ 
versale sont définies à l’aide des coordonnées que nous avons 
choisies. Il n’en reste pas moins vrai que, localement, un observa¬ 
teur en chute libre placé en un point quelconque du champ de 
gravitation, faisant avec des règles et des horloges la mesure de la 
vitesse de la lumière dans son voisinage immédiat, confondrait 
FUnivers réel avec l’Univers euclidien tangent et trouverait tou¬ 
jours dans toutes les directions une vitesse égale à la constante 
universelle c. Les résultats qui précèdent sont valables seulement 
pour celui qui observe l’ensemble du champ de gravitation en 
utilisant les coordonnées que nous avons employées et en mesu¬ 
rant les vitesses à l’aide de ces coordonnées. Si le centre matériel 
est le Soleil, ces coordonnées, qui deviennent à distance infinie 
des coordonnées polaires euclidiennes, seront celles qu’utilisera un 
observateur terrestre prenant le Soleil comme corps de référence 
(nos formules s’appliquent dans un champ statique et l’origine 
des coordonnées est le centre matériel), puisque cet observateur 
est dans une région où le champ de gravitation est faible compa¬ 
rativement au champ dans le voisinage du Soleil, et où FUnivers 
diffère excessivement peu d’un Espace-Temps euclidien. 

La déviation d’un rayon lumineux dans le champ de gravitation 
se conçoit aisément. Soit un rayon passant dans le voisinage du 
Soleil, et considérons le front de Fonde : les parties les plus rap¬ 
prochées du Soleil se propageant moins vite que les parties plus* 
éloignées, le front d’onde pivote, et la direction de propagation 
est déviée. Eddington a comparé ce phénomène au pivotement du 
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ont des vagues de la mer, lorsque celles-ci arrivent obliquement 
ir le rivage et que les parties les plus voisines de la rive sont 
denties. 

Avant d’aborder la théorie, considérons de nouveau l’expres- 
on de ds 2 (98-14)* L’effet de gravitation sur un mobile est 
§ terminé par deux termes, celui en dr et celui en dt. C’est ce 
3rnier terme qui détermine la gravitation newtonienne (note du 
> 89 ), et comme nous l’avons déjà fait remarquer, pour une masse 
atérielle toujours animée d’une faible vitesse, c’est presque 
liquement l’effet de ce terme qui se manifeste, parce que cdt est 
ès grand vis-à-vis de dr ; en d’autres termes, le caractère non 
iclidien de l’espace considéré indépendamment du temps (100-14) 
a que peu d’influence (* ). Mais, pour la lumière, les deux termes 
it même importance et nous devons nous attendre à un résultat 
ès différent de celui qu’on obtiendrait en calculant le poids de la 
imière d’après la loi de Newton. Nous allons effectivement 
ouver une déviation double de celle que donnerait la loi newto- 
enne. 

Soit Ça la vitesse de la lumière dans une direction faisant un 
igle oc avec le rayon vecteur; d’après (1 16-14) cm a 

17-14) (- cos 2 a sin 2 oA = c 2 y* 


Pour ne pas avoir une vitesse variable avec la direction, chan¬ 
sons de coordonnée en posant 
q , s GM 

18—14) r=7’ 1 H-—, 

G 

r 


; qui revient, dans le cas du Soleil, à diminuer les distances r de 
quantité insignifiante = i km , 47* Nous obtenons, en négli- 

sant le carré de , 


’ 2 = r J 


I +• 


q . GM 

C 2 7*1 


*•2 


sensiblement — 
Y 


2 

( 1 ) Il produit cependant les j du déplacement du périhélie de Mercure. Si l'on 

1 

pprimait le coefficient - de dr 2 , ce qui reviendrait à adopter l’ancienne théorie 
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L’équation (116-1 4 ) peut alors s’écrire 


dr x 

dt 


do \ 2 

ri dï) 




237 " 


et la vitesse, avec ces coordonnées est la même dans toutes les 
directions 


(119-14) 


C[ = cy = C 


I - 


9. GM 
c- r 


sensibl. c 


1 — 


aGM\ 


Mais cette vitesse dépend de la distance . Le trajet du rayon, 
lumineux est déterminé par la condition de temps minimum 
(condition de Fermât) : tout se passe comme si l’espace était eu¬ 
clidien et rempli d’une matière ayant un indice de réfraction 


(120-14) 


c_ _ ' 2GM 

Ci c~ r l 


La trajectoire du rayon lumineux, dans un milieu réparti en. 
couches concentriques, satisfait à la condition 

( 1 ci 1—14 ) np = const., 


p étant la distance du centre à la tangente. 

D’autre part, d’après (120-14), nous avons approximativement 


(122-14) 


n : 


4 GM 

x -1--— , 

c 2 rx 


(121) et (122) sont l’intégrale des aires et l’intégrale de l’énergie- 
dans le mouvement, suivant la loi de Newton, d’une particule de- 

vitesse > attirée par une masse 2M. 

L’orbite est une hyperbole dont le demi-axe est 


(i23~i4) 


a = 


aGM, 
c 2 ? 


H 


cette hyperbole est la trajectoire de la lumière. 

Si la distance du sommet au foyer est R, nous avons 

a(e — 1) = R, 

et par suite, en tenant compte de ( 1 â 3 -14)? 

c 2 R ... C 2 R 

e = 1 H-rrrr ou sensiblement - «• 

2 GM 2 GM 
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L’angle très petit des asymptotes est 

4 GM 


sf# 


ou — 
e 


ou 


c* K 


Pour un rayon venant de très loiii ( — oo) et parvenu à grande 
distance du centre (+00) après être passé à la distance mini¬ 
mum R de ce centre, la déviation totale est donnée précisément par 
l’angle des asymptotes, elle est égale à # 

/ , / \ 4GM 


Cette déviation est double de celle qu’on calculerait par la loi de 
Newton pour une particule de vitesse initiale c attirée par la 
masse ML 

Pour un rayon passant tangent tellement au bord du Soleil, on a 


par suite 


R = rayon du Soleil = 697 000 kilomètres; 
a =i" l 7 4 . 


La déviation de la lumière constitue Vexperimentum crucis 
permettant de décider entre la loi d’Einstein et celle de Newton. 
Si une étoile, vue près des bords du Soleil, est déviée vers l’exté¬ 
rieur du Soleil, de P, 74 à partir de sa position normale sur la 
sphère céleste, la théorie de Newton doit certainement être aban¬ 
donnée, et le résultat est favorable à la théorie d’Einstein. 

Les astronomes de Greenwich et d’Oxford ont vérifié l’exacti¬ 
tude du résultat d’Einstein, en profitant de l’éclipse totale de 
Soleil du 19 mai 1919. 

La zone de tôtalité traversait l’Atlantique au voisinage de 
l’équateur, commençant au Brésil et finissant en Afrique. Les 
conditions étaient favorables, plusieurs étoiles brillantes devant 
être vues au voisinage du disque solaire pendant l’éclipse. 

Une première expédition (Grommelin et Davidson) se rendit à 
Sobral, au Brésil, et prit une dizaine de photographies pendant 
les 5 minutes que dura la totalité de l’éclipse.. Deux (mois après, la 

rl n /'îr*! f n Y \nciKlr> 1 n ïl I I Pf f11 Y A t A O’T'ÎÏ A lvi A A îlVPr 1 
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cernent moyen fut ramené au bord du Soleil [déplacement propor¬ 
tionnel à R d’après la formule (ï 24 -i 4 ) et trouvé égal à i98]. 

L’autre expédition (Eddington et Cottingham), installée dans 
l’île du Prince (golfe de Guinée) a trouvé une moyenne de i",6o. 

La moyenne des deux résultats i", 79 concorde remarquablement 
avec la valeur prévue par la loi d’Einstein. L’accord existe, non 
seulement en moyenne, mais dans les déplacements individuels 
des diverses étoiles : ces déplacements varient bien en raison 
inverse de la dis(ance au centre du Soleil. 

La déviation observée ne peut d’ailleurs pas être attribuée à une 
atmosphère ou à de la matière cosmique entourant le Soleil et 
s’étendant j usqu’aux distances pour lesquelles les mesures ont été 
faites. Le calcul indique, en effet, que le pouvoir absorbant et la 
densité d’une telle atmosphère seraient assez grands pour affaiblir 
notablement, par absorption et par diffusion de la lumière, l’éclat 


Fig’. 17. 

E 



Observateur 

des étoiles ; d’autre part des comètes ont été suivies dans ces 
régions et n’ont manifesté aucun ralentissement 

La figure ci-dessus fait comprendre que la déviation a d’un 
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rayon lumineux ne peut être appréciable que si là lumière vient 
d’une source E extrêmement éloignée de l’astre S qui produit le 
champ de gravitation. Si la source était en À, elle serait vue dans 
une direction pratiquement confondue avec sa direction réelle m T 
tel serait le cas pour une étoile double A — S. 


i 

95, Un champ de gravitation ralentit le cours du temps. 


Soient deux événements infiniment voisins se produisant au même 
point du champ de gravitation d’un centre matériel, c’est-à-dire 
tels que dr = o, rfQ = o, r/cp = o. La formule (i5) se réduit à 


ds — c 



a GM 
c' 1 r 


dt. 


Nous avons vu (n° 91) que t est le « temps » à une distance très 
grande (théoriquement infinie) du centre gravifique; dt est donc 
l’intervalle de temps mesuré, entre les deux événements considérés r 
par un observateur lié au centre matériel, mais situé très loin de 
ce centre, pratiquement en dehors du champ de gravitation. 

Mais d’autre part l’intervalle de temps propre entre ces deux 
événements, c'est-à-dire l’intervalle qui serait mesuré par une 
horloge placée au point du champ où ils se sont produits tous 
deux est 


dz = 


ds 

c 



ol GM 
c 2 r 


dt, 


ê 


</t est plus petit que dt. 

Soient alors deux horloges identiques À et B placées à côté 
l’une de l’autre, en un point très éloigné du centre matériel, et 
marquant la même heure. Elles mesurent toutes deux le temps t. 
Transportons l’horloge A en un point où le champ est plus intense, 


à la distance r du centre; cette horloge va mesurer le temps J u?t, 
plus court que J dt ; elle va donc marcher plus lentement, et si on 


A v* A wvt A 


VU 


A V»l A A*A 
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96. Troisième vérification de la loi d’Einstein. 

Le déplacement des raies du spectre solaire. 

Le ralentissement du temps par l’effet de la gravitation est 
susceptible d’une vérification expérimentale si l’on admet, ce qui 
paraît bien probable, que l’intervalle de ligne d’Univers os d’une 
source lumineuse, entre deux phases égales de l’émission, peut être 
considéré comme invariable ( r ); en d’autres termes qu’une source 
lumineuse est une horloge naturelle donnant une mesure invariante 
de l’intervalle os. 

Si celte hypothèse est exacte, une source lumineuse sur le 
Soleil permet la comparaison du temps solaire et du temps ter¬ 
restre. 

Soit os l’intervalle, indépendant du champ de gravitation, entre 
deux phases égales de l’émission. Si la source est sur le Soleil, 
l’observateur terrestre qu’on peut considérer comme étant dans un 
champ de gravitation négligeable mesure entre deux émissions 
consécutives un temps 



R étant le rayon du Soleil. 

Pour l’observateur terrestre, la période de la source solaire 
est ot 7 alors que la période propre qu’il mesure en observant la 
même source sur la Terre est St. 0 1 étant plus grand que St, les 
raies du spectre solaire doivent nous paraître légèrement déplacées 
vers le rouge. 

La confirmation expérimentale a été donnée par A. Pérot ( 2 ). 
La vérification était difficile, car les raies spectrales sont modifiées 


( 1 ) Ceci ne doit cependant pas être rigoureux. D’après la théorie de Weyl 
(Chap. XVII), les dimensions d’un atome dépendent des champs électromagné¬ 
tiques que cet atome a antérieurement subis ; il se peut donc qu’un atome de 
matière solaire et l’atome du même corps pris sur la Terre, amenés à côté l’un 
de l’autre, ne soient pas rigoureusement identiques; mais l’écart doit être beau¬ 
coup trop faible pour qu’il y ait lieu de l’envisager. 

( 2 ) Comptes rendus de VAcadémie des Sciences, 26 avril, 26 juillet 1920, 
7 mars 1921. 
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par la pression et par l'effet Doppler dû, non seulement au 
mouvement relatif de la Terre et du Soleil (dont on tient compte 
aisément), mais au mouvement des vapeurs dans l'atmosphère 
solaire. 

Par une méthode interférentielle (étalons de Pérot et Fabry), 
A. Pérot a d’abord étudié, au laboratoire, l’influence de la pression 
sur des raies (têtes de bandes du cyanogène) jusqu'alors consi¬ 
dérées comme insensibles à la pression. 11 a reconnu que ces raies 
ont une longueur d’onde légèrement plus grande lorsque la source 
est dans le vide. L’observation de la raie (tête de bande) 
4197 angstroms du cyanogène a été faite, par la même méthode 
interférentielle, dans le spectre d’absorption de l’atmosphère 
solaire; la région absorbante est, d’après ce qu’on sait actuel¬ 
lement de la constitution du Soleil, dans les régions hautes de 
cette atmosphère, régions où la pression est faible. La longueur 
d’onde solaire a été comparée à la longueur d’onde terrestre à 
basse pression. Après correction de l’effet du mouvement relatif 
de la Terre, la longueur d’onde solaire est plus grande que la 
longueur d’onde terrestre ; leur différence est 0,009 ul *ité angstrom. 
En faisant la correction du mouvement de chute des centres 
absorbants, on obtient 0,007. 

Le nombre d’Einstein est compris entre le nombre brut et le 
nombre corrigé. 

Dans un travail plus récent, Pérot a -comparé la longueur 
d’onde de la raie b { du magnésium dans l’atmosphère solaire à la 
longueur d’onde de cette même raie au laboratoire. La raie b K et 
la raie b 2 ne subissant pas la même variation de longueur d’onde 
sous l’influence de la pression, le rapport de leurs longueurs 
d’onde permet de mesurer la pression : les mesures ont prouvé que 
sur le Soleil, dans la couche d’absorption des raies b { , la pression 
est pratiquement nulle. On peut donc comparer la longueur 
d’onde de b { solaire à la longueur d’onde de b K terrestre à très 
basse pression; la différence obtenue après correction de l’effet 
Doppler est, dans les limites d’approximation des mesures, celle 
qui résulte de la formule d’Einstein. 

Enfin Buisson et Fabry, qui ont mesuré les longueurs d’onde de 
nombreuses raies du fer, ont obtenu les résultats suivants : 

m • / 


/ ^ 


1 


if i 
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moyen des raies solaires par rapport aux positions des raies de 
l’arc au fer dans le vide , est 0,0076; la théorie prévoit 0,0089. 

Pour 10 raies entre 5 100 et 55 oo angstroms, le déplacement 
observé est 0,0127; le chiffre théorique est 0,0111. 

La concordance est parfaite, les différences entre les déplace¬ 
ments mesurés et les déplacements calculés étant du même ordre 
de grandeur que l’incertitude des mesures. Les écarts observés 
s’interprètent donc entièrement en admettant : 

i° Que la pression dans la couche renversante est faible et par 
suite que l’effet de pression est négligeable, ainsi qu’il résulte des 
observations de Pérot pour les raies du magnésium; 

2 0 Que l’effet Einstein est la seule cause des écarts observés, 
après avoir, bien entendu, tenu compte de l’effet Doppler. 

La loi de la gravitation a donc reçu de remarquables confirma¬ 
tions dans deux domaines différents : mouvement d’un mobile 
(astre ou onde lumineuse); influence d’un champ de gravitation 
sur le cours du temps. 

97. Retour sur Pexpérience de Sagnac. 

Pour répondre à une Note ( 1 ) quelque peu empreinte de scep¬ 
ticisme, P. Langevin ( 2 ) a récemment établi que la théorie de 
la relativité généralisée fournit l’interprétation la plus simple de 
l’expérience de Sagnac (n° 32 ). 

Reprenons l’expression de ds 2 établie au n° 60 et négligeons le 
terme du second ordre en toR (co), vitesse de rotation; R, dis¬ 
tance d’un point du disque au centre), c’est-à-dire négligeons le 

terme du second ordre en y étant la vitesse linéaire du point du 
disque, 

ds 1 =— dl~ - 4 - dx\ — 2co dxi ¥ {x\ dx ^— x. 2 dx i),‘ 
dl* =5 dx\ -h dx\ dx\. 

Pour un rayon lumineux, nous avons ds 2 = o, 

dx'l — 2W dx 4 (a?j dx 2 — x 2 dx x ) — dl 2 = o. 


( 1 ) E. Picard, Comptes rendus Acad. Sc., 24 octobre 1021. 

( 2 ) P. Langevin, Ibid., 7 novembre 1921. 
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Au premier ordre, X \, x 2l x 3 peuvent être considérées comme les 
coordonnées d'espace pour un observateur lié à la plate-forme 
tournante ; (x { dx 2 — x 2 dx j) est le double de la surface dS du 
triangle ayant pour sommet l'origine des coordonnées et pour base 
la projection sur le plan des x { x 2 de l'élément du rayon de lumière 

vu par les observateurs liés à la plate-forme ; — = dt est le temps 

mesuré par un observateur du système galiléen dans lequel le 
disque est en rotation. 

Au degré d’approximation admis, l'équation précédente s'écrit 



c 


2 CO 


dS. 


c 


Intégrant le long d’un contour fermé, nous obtenons 


t \ — — —h 


l 2 co S 


S est l’aire du contour projeté sur un plan normal à l’axe de rota¬ 
tion. Pour le rayon qui suit le même contour en sens inverse, 
l’aire est de signe contraire et nous obtenons 


D'où la différence 


t'2 — 


l 2 M S 
C Ç 


t\— h — 


4 co S 
c 


(vitesse de rotation cto), 


ce qui est précisément le résultat de Sagnac. 

L’expérience de Sagnac mesure l’influence sur la propagation de 
la lumière des potentiels g iA et g 2Ay qui seuls sont modifiés au 
premier ordre par la rotation. Langevin fait remarquer que les 
effets de la force centrifuge composée sont déterminés par les 
mêmes potentiels et sont du premier ordre, alors que les effets de 
force centrifuge statique, correspondant à g hh , sont du second 
ordre. 

L expérience de Sagnac, du premier ordre, expliquée qualitati¬ 
vement et quantitativement dans toutes les théories, ne témoigne 
d’ailleurs ni pour ni contre aucune d’entre elles. 





CHAPITRE XV. 

LE CHAMP ÉLECTROMAGNÉTIQUE. 


98. Généralisation des équations de Maxwell-Lorentz. 

, Les équations fondamentales du champ électromagnétique 
peuvent être considérées comme établies dans un Univers eucli¬ 
dien (le champ de gravitation de la Terre étant faible), et elles 
onl élé vérifiées expérimentalement par des mesures d’une extrême 
précision. Nous admettrons l’exactitude rigoureuse de ces lois 
dans un Espace-Temps euclidien; partant de leur expression 
connue en coordonnées galiléennes, nous nous proposons de les 
exprimer, toujours dans un Univers euclidien, en coordonnées 
arbitraires, c’est-à-dire nous cherchons à les généraliser en 
introduisant un champ de force ou champ de gravitation géomé¬ 
trique. 

D’après le principe d’équivalence, le résultat que nous obtien¬ 
drons sera encore exact dans un champ de gravitation permanent, 
c’est-à-dire dans l’Univers réel non euclidien. 

Dans la théorie ordinaire, on considère un potentiel vecteur 
G \, G 2 , G3 (unités électromagnétiques), -et un potentiel scalaire à 
(unités électrostatiques). 

Soient X, Y, Z les composantes de la force électrique (unités 
électrostatiques) et L, M, N les composantes de l’induction magné¬ 
tique au point d’espace x,y,z (coordonnées galiléennes). On a, 
comme on le sait, 


X = 


0-»5) 


Z = 


àty 

i 

àGi . 

T- - 

_ÇHÏ3 

èx 

c 

ôt ’ 


<>y 


i 

ôG z - 

M = 

âG\ 

ày 

c 

dt 7 • 

àz 

àz 

r 

c 

àGz 
ôt 7 

N = 

_ dGi i 
ôx 


En vue de la généralisation, posons 

{ .-r, = x. x*> = v. 


on o — z 


X,. — et 
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Les équations ( 1 — 1 5 ) s’écrivent, avec celte notation, 


[ Y - dt?I 

1 * 

do 4 
t)x 1 ’ 

L 

deDo 
~~ àx 3 

àa-s 

àxi 

( 3- 1 5 ) ) Y = 

\ OCCtf. 

àx 2 

M 

__ àfz 

dx\ 

do 1 
ùx 3 9 

z = 

__ d?4 

N 


dtp 2 

I àx^ 

àx 3 

dx 2 

àxi 


Écrivons maintenant les équations de Maxwell-Lorentz. L’imité de 
charge étant choisie de manière que le facteur /\n disparaisse 
(système d’Heaviside-Lorentz), soient p, w les composantes de 
la densité de courant ( unités électromagnétiques) et P la densité 
de charge (unités électrostatiques). Les équations bien connues 
sont les suivantes : 


1 dL _ dZ __ dY 
c èt ày àz 


Div (L, M, N) = 0 , 


1 âx __ dN __ m 

c àt U ~~ ày àz 


Div (X, Y, Z) = P, 


c’est-à-dire, avec notre notation (*), 


(4-i 5) 


(5-i5) 


1 àb 

_h 

dZ 

dY _ 

1 dxi. 

ôx 2 

àx 3 °’ 

1 dM 


dX 

dZ _ 

J da? 4 


da 7 s 

da?! ° 5 

j dN 


dY 

dX 

1 ÙXit 


àxi 

II 

I â* 

1 

' dL 


dM 

dN 

1 da?i 


da? 2 

+ ^ ==0> 


dX 

dN 

dM 

da? 4 

àx 2 

S| 

II 

dY 

àL 

1 

dN _ 

dx k 

4 

£ 

1 

ÔX\ 

dZ 

dM 

1 

dL __ 

d^?4 

4 

' <SJ 

1 

1 

àx 2 "" 

dX 

dY 

dZ 


"4” ■. “*j— 

OX 2 

Cl-I 

SI 

II 


( l ) Dans un champ statique la quatrième des équations. ( 5 -i 5 ) s’écrit 
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Soient maintenant, d’une façon générale, les composantes 
d’un quadrivecteur covariant (arbitraire pour le moment); nous 
pouvons former sa dérivée covariante 


— 


ÔXy 



(coordonnées quelconques). 


«pp étant un tenseur covariant, les expressions 


(6-i 5; 


0x v 


^ = ¥(17-^= F^v 


sont les composantes d’un nouveau tenseur covariant du second 
ordre. 

Ce tenseur Fp est symétrique gauche , car on a Fp = — F V{1 . 
D’après la forma lion de. Fp, on a les identités 


(7-i5) 


dFp dF Vff 

ÔX<j ()&y. 


àx v 


Donnons à pi, v, c les valeurs suivantes : 

[T 2, O 5 4 , I 

v 3 , 4 * i, , a 

Œ 4 3 ï Î ^3 3 3 


nous obtenons les quatre identités 


(8-i 5 ) 


<>F !3 


<>f 34 


<3F 42 

dx k 

-h 

()Xî 


àx 3 

<>f 34 


(3F 41 


<3F | 3 

dx x 

| 

àx-i 


àœ 4 



(3F, s 


dF n 

ch ?2 



-H 

r)x x 

àF ti 


dF 2 ;ï 


dFu 

àx 3 


ÔX X 


dXi 


Le tenseur Fp, étant symétrique gauche, a quatre compo¬ 
santes nulles, et n’a que six composantes distinctes, au signe 
près. Posons 



( F u = — F 4t = X, 

f S3 = 

-F 32 

Il 

e" 

i5) 

) 'Fj4 = — F 42 = Y, 

f 31 = 

-F„ 

=* M, 

• 

( f.* = -f m =z, 

F,,= 

- Fj, : 

= N, 


Fil = F 2 2= F 33 

-J* 

il 

= 0. 



Les premiers membres des identités ( 8 -1 5 ) sont précisément les 
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plus, les composantes du champ électrique et les composantes de 
rinduction magnétique sont formées à partir du potentiel vecteur 
" (changé de signe) et du potentiel scalaire (3-io) comme les com¬ 
posantes du tenseur F^sont formées à partir du quadriveeleur cp (J , 
d’après ( 6— 1 5 ). 

Nous pouvons donc donner l’interprétation suivante du premier 
groupe ( 4 - 1 5 ) des équations de Maxwell : les composantes de l’in¬ 
duction électrique et les composantes du champ magnétique cons¬ 
tituent un tenseur symétrique gauche F^ v du second ordre, formé 
lui-même à partir d’un quadrivecteur potentiel dont les com¬ 
posantes d’espace (changées de signe) sont les composantes du 
potentiel vecteur (en unités électromagnétiques) et dont la com¬ 
posante de* temps est le potentiel scalaire (en uni lés électrosta¬ 
tiques) de la théorie ordinaire. Le potentiel est un quadriveeleur 
co variant. 

En coordonnées galiléennes, le tenseur co va riant du champ 
électromagnétique est'le suivant, d’après (9-1 5 ) : 


[XV 


O 


(io~i5 ) 




N 


N 

o 


JV1 


M 


Ÿ 


X 


L 

Y 


L 

o 


X 

Y 

Z 

o 


Comme vérification, si l’on passe d’un système galiléen S à un 
autre système galiléen S ; et si l’on transforme les composantes du 
tableau ( 10-1 5 ) suivant la loi de transformation des composantes 
d’un tenseur covariant, on trouve précisément les forces élec¬ 
triques et magnétiques du système S' telles qu’on les obtient par 
les formules de transformation de la relativité restreinte. Le 
tableau (io-i 5 ) est donc bien un tenseur. 

Le tenseur contrevariant associé 


F^ v = 

va nous permettre d’exprimer le second groupe d’équations de 
Maxwell. Ce tenseur est, en coordonnées galiléennes, 

( = o N — M — X 

( 11—1 5 ) 


->- v 


N 


o 


M 


Y 

r/ 
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Le second groupe de Maxwell ( 5 -i 5 ) s’écrit main tenant 


(I2~i5) 


dF 12 


dF 13 


dF 14 


dx 2 

— j— 

dx :i 



= u , 



ôx k 

7 

ÔF^ 




dF** 


àxi 


dx 3 

-h 

dx 4 

= ^ 

dF^ 






àxi 


dXi 


ÔX\ 

= 



ÔF 42 


dF 43 

= P. 

dxx 


dx% 

+ 

àx z 


Les premiers membres des quatre équations *(i 2 -i 5 ), qui se 
résument sous la forme abrégée 

O 


âx v 


constituent les quatre composantes d’un quadrivecteur contre- 
dF^ v 

variant, car — 

\<)x v 

léennes de la divergence Fÿ v qui est un quadri vecteur contre va¬ 
riant. Par conséquent les seconds membres c, w, P des 
équations (i 2 -i 5 ) sont les composantes d’un quadrivecteur 
contrevariant, le quadrivecteur « courant », dont les compo¬ 
santes d’espace constituent le courant de convection (unités 
électromagnétiques) et dont la composante de temps est la densité 
de charge (unités électrostatiques). Nous pouvons done poser 

u3-r3) lirrrJ 1 , Ç -“J 2 , (P = J 8 , P = J 4 . 


est la forme dégénérée en coordonnées gali- 


On peut d’ailleurs voir directement que les P' sont les compo¬ 
santes d’un quadrivecteur contrevariant ; on a, en effet, 


( 14— 1 > ) 


( U 1 P J IV , P ) = P 


1 dx 1 dy 1 dz dt 
c dt ’ c dt 9 c dt ’ dt 


= P 
= P 


f dx ! 

dx 2 

dx 3 

dx 4 

\ 

\ dx 4 

1 dx 4 

’ dx k 

9 dxi,. 

) 

ds / 

dx x 

dx *2 

dx% 

dxt> 

dx k \ 

ds 9 

ds 9 

ds 9 

ds 


P^- est la charge totale par unité de volume propre, car = a 
est la contraction dè volume. Or la charge du volume propre est 
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forment comme les dx^ et constituent par suite un quadrivecteur 
contre variant ( * ). 

En résumé les équations de Maxwell s’écrivent : 


( 15 - 15 ) 


( 16 -15 ) 


Premier groupe ( 4 -i 5 ), (6— 1 5 ), (8~i 5 ). 

Î éPpiv éF V(T éFcr^ 

—-] _- —- — o, 

0X(j àx^ ox v 

ou 

do^ e?<p v 
^ àx v ÔXy. ' 


Deuxième groupe ( 5 -i 5 ), ( 12-rV). 


éF^ v 

dx v 




Jusqu’à présent, nous avons des coordonnées ^alilc en nés. Il 
s'agit de trouver les relations générales valables dans un sys¬ 
tème de coordonnées arbitraires et se réduisant aux précédentes 
pour un système galiléen. La généralisation est immédiate ; 
l’équation (1 5 -t 5 ) est covariante : elle subsiste dans tous les sys¬ 
tèmes ; quant à l’équation (16-1 5 ), c’est la forme dégénérée 

de Fÿ v = J^'; il suffît, pour avoir la relation tensorielle générale, 
o ( Ft JLV 

de remplacer --— par la divergence FiJ* v . 

Q 3 C\) ^ 

Les équations générales de Vélectromagnétisme sont donc 
les suivantes : 



fii étant le quadrivecteur potentiel et le quadrivecteur densité 
de courant-densité de charge. 

Telle est la généralisation des équations de Maxwell-Lorenlz. 

Ces équations sont valables dans un champ de gravitation per¬ 
manent (Univers non euclidien) parce que les conditions d’appli¬ 
cation du principe d’équivalence (n° 77) sont remplies. 
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La divergence Fr se simplifie à cause du caractère symétrique 
iche de F^ v ; on a, d’après (60-13), en introduisant les densités 
Lsorielles, 


-i5) 


#r 


ÔXx 


W- 


99. La loi de conservation de l'électricité. 


De l’équation précédente nous tirons 


5) 


/WP 




üx dx^ dx v 


O, 


étant symétrique gauche, 


<)*9 


uv 


mite de là 
>—15) 


àxp, àxs 


o. D’après (55 -j 3), il 


= O. 


coordonnées galiléennes x, y, s, t, cette équation s’écrit 

i éP 


—15 ) 


du dv àw 

! ' ! \ ^ * . 
àx ày oz c dt 


o. 


mblable à l’équation de continuité de l’hydrodynamique (6o-i4) y 
e est l’expression de la loi de conservation de l’électricité. 


100. La force électrodynamique. 

Supposons un espace-temps euclidien et adoptons des coor- 
nnées galiléennes. Dans le champ électromagnétique X, Y, Z; 
M, N, les composantes K t , K 2 ,K 3 de la force mécanique qui 
xerce sur l’unité de volume contenant charges et courants sont 
nnées par les formules de la théorie habituelle (formules qui 
nt rigoureuses ainsi que nous l’avons montré en relativité res- 
ïinte) : 

( K i = XP + Np — Mcv, 

< K 2 =YP + Lw-N U, 

( K 3 = ZP +’Mk-Lp. 


i-i5) 




•252 


DEUXIÈME PARTIE. 


LA RELATIVITÉ GÉNÉRALISÉE. 


•de temps est 

v v y 

- 7 - =Xca + Yc^ + Z cw. 

dt 

Désignons par K 5 ce travail changé de signe et divisé par c 

■('23-15) K 4 = — 4^ = — Xa-Yc-Zw. 

dæ>+ 

D’après la définition da tenseur F^ v (10-15 ) et celle du quadri- 
veçteur JH* (i3-i5), les équations ( 22 -i 5 ) et ( 28 - 10 ) se résument 
.ainsi : 

(*24-i 5) ’ - Kpt, = F^v J v == Fjj.vFo 3 ’, 


ce qui prouve que les forment un quadrivecteur covariant ; les 
composantes d’espace de ce quadrivecteur sont les composantes 
de la force mécanique s’exerçant sur l’unité de volume, ou, ce qui 
revient au même, les composantes du gain de quantité de mouve¬ 
ment pour l’unité de volume de la matière; la composante de temps 
(coordonnée x A = et) est la perte d’énergie (divisée par c). En 
coordonnées galiléennes, on doit donc écrire 


(20— 15 ) 


<>T“ 


TJ étant le tenseur matériel (45 —14) dont les composantes ont les 
dimensions physiques d’une densité matérielle. 

La généralisation en coordonnées quelconques, et pour un 
espace-temps de structure quelconque, est nécessairement 


'(* 6 - 1 5) 




(J-a 


K 




F(JLV J V = 


var 


F F v 
r p.v r <7 


Si la loi de conservation de l’impulsion-énergie s’étend aux phé¬ 
nomènes électromagnétiques, il doit exister un tenseur d’énergie 
électromagnétique Ej dont la variation compense la variation du 
tenseur matériel, c’est-à-dire qu’on ait 

•(27-i5) Eja ■+“ T Ja == O, 


ou 
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101. Le tenseur d’énergie électromagnétique. 

Il existe effectivement un tel tenseur; il est donné par les 
expressions 

(9.9-15) E£ = A (_ i<r£F«pF«P) • 

Nous allons vérifier que l’équation .(28-1 5 ) est bien satisfaite. 
Prenons la divergence des deux membres, en observant que g £ est 
une constante (o ou 1), 

e* EjLr = - Fjia Fj“ - F«W F^a-+- - ( F«p -+- F<*P F a p,x ). 

Les deux derniers termes sont égaux, de sorte que nous pouvons 
écrire 

c*Ej[.= F^œFj 17 — F^F^-4- - F«PFaptt; 

. ■ 2 

or F a<x Fjji ao - peut s’écrire F a PF [Aa p ou aussi F a PF^ a ; on a donc 
c2E^=Fj, a Fr-H ‘(F»PF fl «p- 1 -F«PFp pia -hF«PF«p tl ). 

L’expression entre parenthèses est nulle, car d’après la loi de 
formation des dérivées covariantes à trois indices ( 38 — 1 3 ) on 
constate que les termes contenant les symboles de Christôffel se 
détruisent mutuellement; l’expression se réduit alors à 

-n 1111 ' .—■ ■ " ■ j-- ——-■■■■ J a, 

àx$ ôx a . dxp 

expression qui est nulle d’après ( 1 5 — x 5 ). 

Finalement 

c 2 

ce qui est bien l’équation (28-1 5 ). 

En coordonnées galiléennes, le tenseur d’énergie électroma¬ 
gnétique E£ groupe toutes les grandeurs qui interviennent dans la 
théorie ancienne : 

1 ° C 2 Ei= I(X2 +Yî+Z2+L2+M*+N2) 

* 2 
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est la densité d’énergie du champ électromagnétique, expression 
bien connue (* ). 

2° Les composantes E£= — EJ multipliées par c ~, 

YN—ZM, ZL — XN, XM — YL, 

sont les composantes du vecteur de Pojnting (quantité de mouve¬ 
ment électromagnétique). 

3 ° Le tenseur réduit aux neuf composantes d’espace (suppression 
de la dernière ligne et de la dernière colonne) est le tenseur de 
Maxwell (tensions électromagnétiques). 

Contractons E£ en faisant <r = tji, nous obtenons un scalaire nul 

(3o-i5) E = JL (- F^F^-t- - o. 


102. Loi générale de la gravitation en présence 
de matière et d’énergie électromagnétique. 


L’expression la plus générale, de la loi de conservai ion 
est (27-1 5 ) 


Lorsque sJ — g — 1, elle s’écrit 


à 

Ox<x 


( n 

Matière. 


r a .a \ 

kfi. -H t\L ) = O. 

Champ Champ 

électromHgnétique. de gravitation. 


En l’absence de matière, on a Ejï a = 0, c’est-à-dire qu’en un 
point d’Univers où il n’y a que de l’énergie libre, on obtient, E^. v 
étant symétrique, 


( 31—15 ) 

et si y/ — g — 1 
( 3 a-i 5 ) 


<»c£ 

\ 1 

p a 

I 

dgo-b 

p 

H 

s * 

11 

: i p 1 

L,p = 

‘2 

àxy. 


<> E “- _ 

l fjia ) 

"l P i 

Ep==- 

1 

2 

dxp 

K«p, 


( l ) Ne pas oublier que nous avons choisi les unités de façon à faire disparaître 
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semblables aux équations (63-14) et (64-14) qui étaient relatives à 
la matière seule, ces équations expriment l’influence énergétique 
du champ de gravitation sur l’énergie électromagnétique. 

Si, au point d’Univers considéré, il y a présence de matière et 
d’énergie électromagnétique, le fait que la divergence de (T^+Ep 
doit être nulle pour que la loi de conservation soit satisfaite 
conduit (comme à la page 201) à écrire que cette somme de ten¬ 
seurs doit être, à un facteur constant près, égale au tenseur con- 

■ ». I 

servati et l’on obtient la loi générale de la gravitation 

(33-i5) R^_I^ R== _ X (T^-+-Ep. 

Le tenseur d’énergie électromagnétique s’ajoute simplement au 
tenseur matériel. 

Mais l’energie électromagnétique présente une profonde diffé¬ 
rence avec la matière ; elle ne contribue pas à modifier la courbure 
totale R, car l’invariant contracté E étant nul (3o-i5), la cour¬ 
bure R est toujours égale à xp 0 (5o-i4) ; cette courbure totale est 
déterminée par la matière, et non par l’énergie libre. C’est là un 
résultat fondamental qui montre que la matière ne peut pas être 
formée uniquement à partir du tenseur E^, ce tenseur ne contri¬ 
buant pas à la constitution de la densité matérielle. 



- CHAPITRE XVI. 

LE PRINCIPE D’ACTION STATIONNAIRE. 


Dans le Chapitre XIV, nous avons été conduits de deux façons 
différentes à la loi générale de la gravitation. Nous avons d’abord 
exposé les raisonnements qui ont conduit Einstein à la découverte 
de cette loi : le résultat est l’égalité entre un tenseur de courbure 
conservatif et le tenseur impulsion-énergie, ce qui a pour consé¬ 
quence évidente la conservation de l’impulsion-énergie. Nous 
avons montré ensuite que si l’on part du principe de conservation 
de l’impulsion-énergie, considéré a priori comme exact, on est 


conduit d’une façon intuitive et simple à écrire la loi d’Einstein. 


On peut se placer à un point de vue plus général et déduire la 
loi de conservation ainsi que la loi de la gravitation du principe 
d’Hamilton (principe d’action stationnaire) généralisé. 

Dans une région contenant de la matière, le produit de la densité 


par le volume est la masse, et la masse multipliée par c 2 est 
l’énergie; mais l’énergie ne fait intervenir que le volume tridimen¬ 
sionnel d’espace ; on voit qu’une grandeur plus importante encore 
que l’énergie est celle qui fait intervenir le quad ri volume 
d’Univers : c’est Vaction, produit d’une énergie par un temps. 
L’action est la grandeur fondamentale. 


Lorentz ( 1 ) et Hilbert ( 2 ), puis Einstein ( 3 ), ont réussi à pré¬ 
senter les équations générales de la théorie de la gravitation 
comme des conséquences d’un unique principe d’action station¬ 
naire. Nous donnerons un résumé de la méthode employée par 
Lorentz, puis nous exposerons le travail d’Einstein. 


( 1 ) H.-A. Lorentz, Versl. d. Akad. v. Wetensch. te Amsterdam, t. XXIII,, 
p. 1073; t. XXIV, p. 13S9 et 1759 ; t. XXV, p. 4 ^ 8 . 

( 2 ) Hilbert, Gôt. IVachr*, igi 5 et 1917. 
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103, Méthode de Lorentz et d’Hilbert. 


L’action considérée par Lorentz a une expression de la forme 


U-16) 



g du 


(du = dx\ dx% dx 3 dx£) 


y/— g du> est un invariant (n° 68). 

H, est une fonction invariante se rapportant à la matière, 
dépendant explicitement des x^ des g^ v et des dérivées des . 

H 2 est l’action de substance et H 3 l’action de champ de l’élec¬ 
tricité. Ces fonctions invariantes dépendent des g v ‘ v et de leurs 
dérivées, des (composantes du quadrivecteur potentiel électro¬ 
magnétique) et de leurs dérivées. 

Enfin, de même qu’il y a une action de champ de l’électricité, 
il existe une action de champ de la matière, représentée par le 
terme de gravitation H 3 ; cet invariant dépend des et de leurs 
dérivées 

H.v_d£*w. _ * 

” ùx* ’ ^ a P'“ ùx a àx$’ 


il dépend linéairement des les coefficients n’étant fonctions 
que des . 

L’intégration est étendue à un domaine d’Univers quelconque y 
et l’on suppose que les fonctions ont des variations nulles aux 
limites de ce domaine. 


° Pour l’action matérielle J J JJ \/—g du, Lorentz 


a 


pris 


(2-16) cj J J j" po sJ — g du — c J f dm ds 

= c ! dm I s/g^j dxp dx v . 

kJ -v «y v 


En particulier, si le domaine envisagé ne contient qu’une parti¬ 
cule de masse au repos m 0j l’action matérielle se réduit à 


m§c 



m 0 c 



DEUXIEME PARTIE. — LA RELATIVITÉ GÉNÉRALISÉE. 


on a donc bien une « action » au sens mécanique du mot, c’eàt-à-dire 
le produit d’une énergie m 0 c 2 par un temps ^temps propre Jdx^j- 


2° L’action de substance de l’électricité est représentée par le 


terme 


( 3 ~i 6 ) 


H,= -cp a J<* 


qui, en coordonnées galiléennes, est égal à 


- (— Gi u — G 2 r — G 3 (p -h ^ P ) 


(G*, G 2 , G 3 , composantes du potentiel vecteur; p, ce, compo¬ 
santes de la densité de courant de la théorie habituelle; <{;, poten¬ 
tiel scalaire ; P, densité de charge). 


3 ° Le terme d’action du champ électromagnétique est l’inva¬ 


riant 


( 4 -i 6 ) 




égal, en coordonnées galiléennes, à 


- ("i(L s h- M 2 + N J ) — 1(X 2 + Y 2 -)- Z 3 ) . 
c L 2 a 


Nous devons remarquer que, dans un espace ne contenant que 
du rayonnement, l’action substanliellc est nulle : IL=o, car 
J a = o, et H 1 = o puisque la masse au repos de l’énergie rayon¬ 
nante est inexistante. C’est en ce fait que réside la plus grosse 
différence entre matière et rayonnement, c’est-à-dire entre énergie 
liée et énergie libre. 


4° Enfin le terme de gravitation IL, est un invariant par rapport 
aux transformations de coordonnées admettant pour invariant 
fondamental la forme quadratique ds- = dx^ dx v . Posons 

= EL, y/— g et intégrons par parties l’expression 


les gV*^ g ^, gW étant, variés; II 4 dépendant linéairement des gH 
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nous obtenons une expression de la forme 



je 4 du 



3t', da-± F 


a5g 


F étant une intégrale qui doit être étendue, non plus au domaine 
qnadridimensionncl, mais aux limites de ce domaine; sa \ariation 
est nulle, puisque les 8g-l AV , S^ ,v , s’annulent aux limites du 
domaine; on a donc 


(5-i6) o// JJ 3C 4 cI,a =1 J f J j du, 


5C 4 dépendant des gW, g-£ v , mais ne dépendant plus des 

CfC'r 

- y== est donc un invariant ne contenant plus que les gW. 

V a 


stl- 

tyV-V • 
b a * 


c’est nécessairement, à un facteur constant près, l’invariant cour¬ 
bure totale R = ^ v R m . v , puisque R est le seul invariant ne faisant 
intervenir que les g^ pour le groupe de transformations 
admettant ds 2 pour invariant fondamental. Posons donc 


fi. 

Nous obtenons 


( 6 " 16 ) 



Admettons maintenant a priori le principe d’action stationnaire 



(II = H,-h II 2 -+- H 3 -f- II 4 ). 


Explicitant l’équation et remarquant que les variations portent 
sur les x^ gW, ainsi que sur les dérivées des g^ v et cp^, Lorentz 
a obtenu les résultats suivants : 


i° Si l’on annule les coefficients des S x^ on obtient les équa¬ 
tions des géodésiques d’Univers. 

2° Si l’on annule les coefficients des 8 g^ v , on obtient les dix 
équations 

I 

R [JLV- “ £'[XV R ?= — x ( T [/// -4- Jijxv ) 
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3 ° Les termes en donnent quatre équations; ce sont les 
équations de Maxwell généralisées. 

Sur les i4 équations de la gravitation et de l’éleclromagnétisme, 
conformément à un théorème général élabli par Hilbert, 10 équa¬ 
tions seulement sont indépendantes, le quadruple degré d’arbi¬ 
traire qui subsiste correspondant à l’indétermination du système 
de coordonnées. 

L’équation 

s11 f f n 'S- r ë dl0 = o 

se présente ainsi comme l’expression la plus générale des lois de 
la mécanique et de l’électromagnélisme. 

La méthode de Lorentz et d’Hilbert suppose que le champ de 
gravitation et la matière sont des entités différentes, puisque 
l’action totale est supposée contenir une action matérielle et une 
action de gravitation distinctes. C’est grâce âl’hypothèse d’actions 
distinctes les unes des autres que le principe d’action stationnaire 
fournit les équations de la gravitation et de l’électromagnétisme. 

Toute autre est la conception d’Eddington. Les composantes 

du tenseur Rji— -^R sont des grandeurs géométriques , celles 

du tenseur total d’énergie sont des grandeurs physiques qui se 
révèlent à nos sens et qui sont l’objet de nos mesures expérimen¬ 
tales. Nous avons déjà dit que la loi d’Einstein est considérée par 
Eddington comme exprimant que les deux tenseurs représentent 
les mêmes choses sous des aspects différents : cette loi apparaît 
comme une identification entre grandeurs géométriques et gran¬ 
deurs physiques. Prenant les scalaires des deux membres de la 
formule qui exprime la loi de la gravitation, on trouve que la 
densité s’identifie avec la courbure totale; l’action matérielle et 
l’action gravitationnelle deviennent deux aspects de la même 
entité : « Ce serait une faute, dit Eddington, de les ajouter pour 
avoir une action totale. » Par contre, l’action électromagnétique 
est indépendante de tonte action matérielle ou gravitationnelle 
(parce que E est nul et ne contribue pas à la courbure totale). 

Par conséquent si, avec Eddington, nous supposons que la 

? i • /•> • -î i n > . * . 
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pas fraction électromagnétique le principe olfaction stationnaire 
se réduit à 


s Jf J jf R s/— g dw = o, 


ce qui conduit (par de longs calculs) ( 1 ) à 

R [xv = o 3 R = o, 

c’est-à-dire à l’absence de îjiatière et à une courbure totale nulle. 
L’action ne serait stationnaire que « là où elle n’existe pas ». Le 
principe de moindre action, tout en restant applicable à la méca¬ 
nique. ordinaire et à l’éleclromagnétismc, ne pourrait être géné¬ 
ralisé. 

C’est là une grosse difficulté. Il ne nous semble cependant pas 
qu’on puisse affirmer ainsi l’inexactitude du principe de moindre 
action généralisé ; on pourrait plutôt conclure à l’insuffisance de 
la conception d’après laquelle la matière serait une singularité du 
champ de gravitation seul, c’est-à-dire une simple modification 
des g^ v . Weyl et Eddington lui-même (-) ont uni dans une même 
géométrie le champ de gravitation et le champ électromagnétique; 
il résulte de cette extension de la géométrie d’Einstein que l’Uni¬ 
vers peut posséder deux propriétés distinctes, la non-intégrabililé 
de la direction (n° 74) et la non-intégrabilité de la longueur 
généralisée. Il est possible d’envisager la matière, non plus uni¬ 
quement comme une singularité du champ de gravitation, mais 
comme une singularité d’une structure géométrique plus com¬ 
plexe, qui entraîne à la fois la non-intégrabilité de la direction 
(champ de gravitation) et la non-intégrabilité de la longueur. Il 
faut alors envisager séparément l’action gravitationnelle et l’action 
matérielle, et le principe d’action stationnaire pourrait sans doute 
être conservé sans que la structure d’Univers (et non plus simple¬ 
ment la courbure R) et la matière fussent considérées comme des 
entités^ distinctes. L’action gravitationnelle par unité de quadri- 

volume serait la densité de courbure A = R y/ — g, au sens de la 
théorie d’Einstein, liée à la non-intégrabilité de la direction ; la 


(*) Kddixgton, Espace-Temps, Gravitation, partie théorique, n° 44 , p. u> 0 . 
( 3 ) Voir le dernier Chapitre. 
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partie de Faction électromagnétique dépendant des forces 
maxwelliennes resterait la même que dans la théorie de Lorentz- 
Hilbert ; enfin une autre partie de Faction électromagnétique, 
liée à des forces non maxwelliennes qui s’introduisent dans la 
théorie de Weyl-Eddington (et qui sont d’ailleurs nécessaires 
pour que la charge de l’électron puisse subsister), serait Faction 
qui se présente à nos y eu y: sous l’aspect de Faction matérielle. 

L’idée d’Eddington, que la loi de gravitation serait une identifi¬ 
cation entre grandeurs géométriques et grandeurs physiques res¬ 
terait peut-être acceptable, sans entrer en conflit avec le principe 
d’action stationnaire. 


104. Principe d’Hàmilton et relativité généralisée 

(d’après Einstein). 


Einstein s’est placé à" un point de vue très général, faisant le 
moins possible d’hypothèses. 

Le champ de gravitation est représenté par le tenseur des g^y 
(ou <g^ v ), la substance (matière et champ électromagnétique) par 
un certain nombre de fonctions de point y (p) . Soit JC une fonction 
des 


rrfXV 
” 5 


o-{XV 
‘ 5 <7 


dgV* 

ùx G 


o-{XV 
<S CTT 


àx G àx z 


des 


#(p) et 


£(p}« 


àx a ) 


Celte fonclion est supposée'obéir au principe de variation 

(8-i6) S SIS! je rfw = o. 

Ce principe de variation nous donne autant d’équations diffé¬ 
rentielles qu’il y a de fonctions g^ et q m à déterminer, si nous 
admettons que les g et q (p) doivent varier indépendamment les 
uns des autres, et de manière que les 8ÿ (p) , et s’annulent 
tous aux limites du domaine d’intégration. 

Comme nous l’avons vu au numéro précédent, si nous suppo- 
sons que JC est linéaire en g^ v x , et que les coefficients des g$ z ne 
dépendent que des g^*, on peut écrire 




CHAPITRE XVI. — JLE PRINCIPE D’ACTION STATIONNAIRE. 203 

JCo ne dépend plus des et SF est nul. Le principe de varia¬ 
tion devient 


(10-16 



doi = o. 


et peut se mettre 
(généralisées) 

(11-16) 


sous la forme des équations de Lagrange (*) 

à ( àJZ 0 \ dJC 0 _ 
àx a ~~ 0? 


(12-16) 


__ dJC 0 
()xol \dq {p)QL J àq (p) 


â / à 3 t 


o. 


Ce sont les équations du champ de gravitation et de la subs¬ 
tance. 


Existence propre du champ de gravitation. — Si l’on ne 
fait aucune restriction sur la manière dont JC dépend des g^, g^, 
gm ÿ(p) ?(p)a 7 il est impossible de séparer les composantes 
d’énergie en deux parties dont l’une se rapporte au champ de 
gravitation et l’autre à la substance (matière et champ électro¬ 
magnétique). Pour faire cette séparation, Einstein suppose que 

(i 3 —16) JC = èK -+- 


où «01 dépend seulement dés gïï'i oa?) 31L seulement des 
<7( P) , q { p) a- Les équations (i i) et (12) s’écrivent alors 


(1H6) 
( 15—16) 


^ \ ^c‘îlo _ (JOle 

()x « \à#$ v / “ 4^’ 

à / àDVu \ dDTu _ 
dxa. \ àq (pja/ àq (p) ~ °' 


<&o étant déduit de comme JC 0 est déduit de JC, par intégration 
partielle. 

Sans doute, les équations (12) et (i5) seraient à remplacer par 
d’autres, si nous admettions que D1L et JC dépendissent des dérivées 
d’ordre supérieur des q ip) . On peut penser aussi que les q {p) ne 
sont pas absolument indépendants. Peu importe pour.la suite, car 
nous ne ferons usage que de l’équation (i4~i6 ). 


0) Comparer avec le n° 79. 
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Conservation de Vénergie et loi de la gravitation . — Le 
caractère de transformation des est déterminé par F invariance 
de la forme quadratique fondamentale ds- = g^ dx^dx^ Par 
contre, nous ne faisons aucune hypothèse sur le - caractère de 
transformation des q ip) qui représentent la substance. 

La nécessité de la covariance générale des équations (i4) et(i5) 
déduites de (8 ), nous oblige à considérer Je, <ft, Oïl comme des 
densités d'invariants ; par conséquent, les fonctions 

H- * R--* M= *= 

V — S V ê' V 

sont des invariants pour une transformation arbitraire des coor¬ 
données. 11 est évident (comme nous F avons vu au numéro pré¬ 
cédent) que R doit être à un facteur constant près (que nous posons 
égal à i) et à une constante près (que nous supposerons nulle), 
l’invariant contracté car il n’y a pas d’autre invariant 

jouissant des propriétés exigées pour R. Cette identification déter¬ 
mine complètement et, par suite, le premier membre de l’équa¬ 
tion ( 14-16 ) qui doit représenter la loi de la gravitation . 

Effectuant l’intégration partielle qui permet de calculer Jl 0 à 

partir de Æ. = R / — g, on trouve 

/ /> /.v n ) ( net. ) [ mn ) ( ctS )"] 

(,6-i6) a p |j p j-J p | J ;(J- 

Du principe de relativité, nous allons déduire certaines pro¬ 
priétés de la fonction <R 0 . Considérons une transformation infini¬ 
ment petite des coordonnées, définie par 

(17-16) a? v -+-Aa? v . 

Les étant des fonctions arbitraires, infiniment petites, des 
coordonnées; les sont les coordonnées, dans le nouveau sys¬ 
tème, du point d’Univers dont les coordonnées étaient x v dâus 
l’ancien système. 

Une grandeur se transforme suivant une certaine loi 

^ —|— Aè, 

où doit s’exprimer en fonction “des À3? v . D’après la propriété 
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des g' iv et g%'' suivantes 


(18-16) 

(19-16) 




A oH*v 

cr 


6 ( 


aa 


() iiik.CC \J 




va 




dxai ‘ n djc<x 

Ô(ÙL^) _ rrl JLV âX ' T X . 
ôXfj * a 


Comme A 0 ne dépend que des g^ v et g$*, on peut calculer A^R. 0 ; 
on obtient 


c<R, 


(20-16) y/— g A 


SJ 


,)()\x a , &R 0 (IU <)* kx<j 


o-[2V 




<fcr v d*#' 7 ' v>a? v <hr a 

O Œ. 


en posant 


f)< l R o yv n V ^<'^0 y,a 

2 •+- * ~ T 7 Z ffZ -+- ift 0 g a -“ 


àgV-v 


() O'V 4 ** 
u & a 


f j rr[i.a ^ ® 


Ces deux équations nous conduisent à des conséquences impor¬ 
tantes. Nous savons que —~— est un invariant; il n’en est pas de 

v ~~ g 

meme de 0 , mais on peut démontrer que cette dernière gran- 
sf — g 

deur est un invariant pour les transformations linéaires des coor¬ 
données. Il résulte de là que le second membre de l’équation (20) 

i) 1 * A o? 

doit disparaître lorsque tous les s’annulent; par suite, cft 0 

doit satisfaire l’identité 


(9/2-16) 


O V 

OfT=== O. 


Choisissons les A# v de manière que ces fonctions 11c soient 
différentes de zéro qu’à l’intérieur d’un certain domaine, et s’an¬ 
nulent infiniment près de la limite de ce domaine; la valeur de 
l’intégrale (9) étendue en dehors de cette limite ne change pas 
pour la transformation considérée, et l’on a 


AF 


o. 


'ffff*** ~ A / Ilfx Ao d “ 


(en considérant X et t ‘îl 0 au lieu de X et X 0 ). 

Mais le premier membre de cette équation est nul, puisque 

et y/ — g d(s) sont des invariants ; par "conséquent, le second 


)/ — g 

membre est nul; d’après (20), (21), (22), nous obtenons l’équa- 
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Ô 2 &X G 


/sim - 


àx v àxtx 


do* = o. 


Par double intégration partielle, on obtient, les étant arbi¬ 
traires, 

(24-16) 


d 2 / àAo 


àx v dx<x, 


=3 o. 


Les identités ,(22) et (24) qui résultent de P invariance de 


A 


s/—s 


et par conséquent du principe de relativité, nous donnent les con¬ 
séquences suivantes : 

Transformons les équations (1 4 ) du champ de gravitation en 
les multipliant par nous obtenons (après permutation des 

indices a* et v) les équations équivalentes 

à ( OAq 


(25-16) 

en posant 
(26-16) 


-- . - 


(fê<T "t” 


6i= —■S<T‘ 1V , 


àgv* 


équation qui définit le tenseur d’énergie, el 


(27-16) t£ = 


ÔA 


1 O-V» 


dA 0 


•{JIV 


dg$* * a àg [m h . 

[d’après (21) et (22)]. 


I ( 


Par dérivation de ( 25 ) par rapport à a? v , on obtient, d’après (24) 

à 


(28-16) 


dxs 


( Sor-f- tfj) = O, 


formule qui exprime la conservation de 

Des équations (i 4 ), il résulte, après multiplication par et 
en tenant compte de (27), 


Ôt G I 


H-//-H-v 

da? v 2 6 
ou, d’après (26) et (27), 

dtSl 


àD\b 


o, 


—I- frVM O 


(20 -t6 ^ 
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La matière doit satisfaire les quatre équations représentées 
par (29) (»). 

Einslein a appelé les les composantes d’énergie delà matière, 
les t^. les composantes de l'énergie du champ de gravitation. Les 
équations (28) ou (29) expriment la loi générale de conservation 
de l’impulsion-énergie. 

Il nous semble utile de montrer que les s’identifient bien 
avec les composantes de la densité tensorielle d’énergie, telle 
qu’elle a été définie au Chapitre XIV. 

Dans le cas de la relativité restreinte, où les et g [lv sont 
constants, les sont nuis. La loi (28) exprime alors la conserva¬ 
tion de Or nous ne connaissons qu’une chose qui se conserve : 
c’cst F impulsion-énergie dont l’expression la plus générale est le 
tenseur T* défini au n° 81 ; on peut dire encore que les équa¬ 
tions (28) doivent être identifiées avec les équations connues de 
l’hydrodynamique (en l’absence d’un champ de force). Les 
représentent donc, dans ce cas cas particulier, les composantes du 
tenseur matériel TJ. 

La loi covnriante qui doit, dans le cas général, remplacer la loi 

dT v . . . 

de conservation -r-^ de la relativité restreinte, s’exprime par l’an- 

OQC\} 

nidation de la divergence de T£, c’est-à-dire par les équations 


rpV 

A crv 




dxy 


h T<r)-+- ~ — 0. 


Comparant ces équations aux équations (29), nous voyons que 
les des équations (26), (26), (28), (29) s’identifient avec les 

est-à-dire, non pas avec les composantes du tenseur 
impulsion-énergie, mais avec les composantes de la densité tenso¬ 
rielle impulsion-énergie (à un facteur constant près, qui peut être 
fait égal à 1 par un choix convenable des unités): 

Les équations (28) nous montrent que les quantités repré¬ 
sentent une densité d’énergie qui ne dépend que des des g^ v 
et de leurs dérivées. Les tJJ. peuvent donc être considérés comme 
les composantes de la densité d’énergie du champ de gravitation. 


(i) U est, à remarquer que les équations de conservation (28) et (29) sont 
déduites uniquement des équations (i4) du champ de gravitation et du principe 
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La loi delà gravitation va maintenant s’exprimer (comme an 
n° 83 ) en posant l’égalité du tenseur TjJ, dont la divergence est 

nulle, et du tenseur de courbure à divergence nulle 

Mais d’ailleurs la loi de gravitation est toute trouvée ; elle est 
exprimée par les équations (t4), d’où l’on peut déduire les formes 
précédemment données (la cons tan le x étant faite égale à i). 

La théorie de la gravitation peut donc être complètement établie 
par une généralisation du principe d’IIamilton. 



CHAPITRE XVII. 

LA. COURBURE DE L’ESPACE ET DU TEMPS. 


I. - L’ESPACE FINI. 

105. Le scalaire R. Action gravitationnelle 
et courbure totale. 

Nous avons vu, au Chapitre précédent, que = R y/ — g est 
la densité d’action gravitationnelle. Nous allons maintenant envi¬ 
sager le scalaire R sous un autre aspect, en montrant qu’il a 
encore une autre signification; c’est la courbure totale d’Univers 
en chaque point-événement. 

Imaginons un hjperespace à quatre dimensions limitant un 
hypervolume dans un hjperespace euclidien à cinq dimensions (*), 
comme une surface courbe à deux dimensions limite un volume à 
trois dimensions. 

Par extension d’une formule connue pour les surfaces, l’équa¬ 
tion de l’hyperespace quadridimensionnel, rapportée aux lignes 
de courbure passant par un de ses points et à la normale (s) 
en ce point peut s’écrire 

» CC ^ X ~ X “ OC ® 3 

(1-17) iz = ^ -+- ~ -4- H- pr- -+- termes de puissances supérieures. 
Ki K 2 K 3 K4 

R,, Ro, R 3 , R* sont les rayons de courbure principaux. 

D’autre part, l’hyperespace à cinq dimensions étant supposé 
euclidien, on peut poser 

(2-17) ds 2 = — dz- — dx\ — dx\ — dx\ — dx \. 

Éliminant 3 entre (1 — 17) et (2 — 17), nous obtenons l’expres- 

( J ) Nous envisageons seulement un cas particulier, car un hyperespace à quatre 
dimensions.du type le plus général ne serait euclidien que dans un continuum 
euclidien à dix dimensions. 
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sion de ds- pour l’hyperespace quadridimensionnel 


(3-17) 


ds 2 




1 H " Rf 1 dx * 




Ri R 2 




Dans le cas de l’Espace-Temps, ds est un intervalle d’Univers si 
nous regardons les comme des variables d’espace ; il y a alors 
une coordonnée temps imaginaire (le temps peut être considéré 
comme une longueur imaginaire). 

A l’origine, on a 

tl 


<tW 


— o ( f j. pé v); 


'A [XV 




o; 


les seuls termes qui subsistent à l’origine dans l’expression de 
l’invariant contracté R = R av sont 


■a,, jM 


<)x 


'P ( P 




ü \ l x ? 


()x^ { P 


Calculant les symboles de Chris to fiel, - on trouve 


(4 17 ) K 2 ( Rl R 2 ■+■ R, R, R lRi H R 2 R 3 + R s R 4 ■+• R,R t ) 


R est donc une généralisation de la courbure de Gauss v ^ 


R J 


considérée dans la théorie des surfaces, comme nous l’avions 
annoncé (n° 75 ); c’est la courbure totale. 

Voici deux cas particuliers qui se présenteront dans la suite : 


i° Si nous avons un espace sphérique de rayon U et un temps 
rectiligne (à courbure nulle), 


( 5 - 17 ) 


U = R 1 — R 2 = R R 4 =o, 
6 


R 


U 2 ' 


2 0 Si nous avons un Univers sphérique de rayon U, 

Ü = Ri = R 2 = R 3 = R/,, 

R 


(6-17) 


VI 

TT T a 
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106. La substance présente dans TUnivers doit être limitée 
- et l'espace ne doit pas être infini. 

Il est un fait démontré : 1 J Univers n’est pas euclidien dans son 
ensemble. Il possède en chaque point-événement des lignes de 
courbures connexes du champ de gravitation, courbures aux¬ 
quelles contribue toute substance (<) existante. Ce n’est plus seu¬ 
lement, comme en relativité restreinte, l’union de l’espace et du 
temps, c’est l’union'de l’espace, du temps et de la substance. 

Il est donc impossible de conserver l’ancienne conception de 
l’Univers, qui comportait d’ailleurs des difficultés connues depuis 
longtemps et que, nous allons brièvement résumer ( 2 ). L’espace 
de Newton est infini : prenant comme unité de volume un volume 
suffisamment grand, une première hypothèse est que la matière 
est répandue partout avec une même densité moyenne p ; la quan¬ 
tité de madère est alors infinie comme l’espace. D’après la théorie 
de Newton, il aboutit à une masse m des lignes de force, venant 
de l’infini, dont le nombre est proportionnel à une sphère de 
volume V contient, en moyenne, une masse pV; par conséquent, 
le nombre des lignes de force qui entrent dans la sphère est pro¬ 
portionnel à pV, et, par unité de surface, il pénètre un nombre de 

lignes de force proportionnel à c’est-à-dire proportionnel au 

rayon de la sphère considérée. L’intensité du champ à la surface 
de la sphère augmenterait donc indéfiniment avec un rayon crois¬ 
sant, résultat qui n’a aucun sens, puisqu’un point quelconque 
peut être considéré comme étant sur la surface d’une sphère de 
rayon arbitraire. 

La loi de Newton n’est pas la loi exacte, mais si l’on admet que 
l’espace est infini et que la densité moyenne de la matière est 


( 1 ) Le mot substance désignant toute portion d'Univers où l’un au moins des 
tenseui’s ïJJ, et Eji n’est pas identiquement nul. 11 ne faut d'ailleurs pas oublier 
que EjJ, ne contribue en rien à une variation de la courbure totale R, puisque 
E = 0. 

( 2 ) Einstein, La théorie de la relativité restreinte et généralisée mise à la 
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partout la même, la loi d’Einstein conduit à la même contra¬ 
diction. 

Doit-on alors supposer que l’Univers a une sorte de centre près 
duquel la densité de la matière est maximum et autour duquel la 
matière se raréfie jusqu’au vide complet ? La matière formerait 
une île dans l’espace infini. Mais s’il en était ainsi, toute énergie 
rayonnante sortie de cette île se propagerait à l’infini, sans retour, 
et se dissiperait; la matière elle-même se disperserait, comme 
l’atmosphère d’un astre qui s’évapore peu à peu dans l’espace. Il 
faudrait alors admettre que, puisque l’Univers n’est pas mort, la 
matière n’existe que depuis un temps limité, ce qui recule toutes 
les difficultés et n’en résout aucune. 

Pour un homme intelligent qu’on aurait laissé dans l’ignorance 
de la forme de la Terre, la disparition progressive d’un navire 
sous l’horizon serait une révélation; ayant compris que la surface 
est courbe, cet homme envisagerait la possibilité d’une surface 
finie, d’un monde fermé. Pareille révélation nous est donnée par 
la théorie d’Einstein, par le simple fait qu’un rayon lumineux 
peut ne pas se propager en ligne droite dans le vide. Nous sommes 
donc amenés à penser que l’Univers pourrait ne pas être infini 
dans toutes ses dimensions ; il est même possible — ce sont les 
hypothèses d’Einstein et de De Sitter — que l’espace soit fini, bien 
qu 7 illimité comme la surface d’une sphère qui ne comporte pas 
de bornes, puisqu’on peut en faire le tour indéfiniment. Le temps 
seul resterait infini. 

Nous allons maintenant exposer des raisons profondes qui con¬ 
duisent à attribuer à l’Univers une courbure non nulle, même 
dans le vide, et à considérer l’espace comme fini. 


107. La théorie électronique de la matière conduit à attri¬ 
buer à FUnivers une courbure totale constante et diffé¬ 
rente de zéro dans le vide. 

Jusqu’à présent, nous avons adopté comme loi de gravitation 
dans le vide les équations 


Rjxv == 


o, 


( 7 -» 7 ) 
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loi nécessaire si V Univers est infini et euclidien à Vinfini 
puisque alors la loi doit comporter comme • solution particu¬ 
lière R^ vo .= o. 

Partant de cette loi, nous avons été conduits à prendre comme 
loi de gravitation en tout point où se trouvent de la matière et de 
l’énergie électromagnétique 

( 8-17 ) Rp.v— ~ g\xv R = — *(Tjav* 4 - 

Tp, et E^ v étant les tenseurs matériel et électromagnétique. 

Les lois précédentes entraînent les conséquences suivantes : 

i 0 Dans le vide, R^ v = o et a fortioriltx courbure to taie ^ > *! XV R^ V = R 
est nulle ( 1 ) ; 

2° En toute région où se trouve de l’énergie électromagnétique, 
sans matière, R^v ^ o, mais la courbure totale R est encore nulle, 
parce que C invariant contracté E^ v du tenseur d’énergie 
électromagnétique est nul ( 3 o-i 5 ); en faisant T^ v = o dans 
l’équation (8) et prenant les scalaires des deux membres, on a 
bien, en effet, R = o ; 

3 ° S’il y a de la matière seule, en prenant les scalaires on 
obtient, comme nous l’avons montré précédemment ( 5 o-i 4 ), 

(9-17) R = xp 0 (po, densité propre). 

Pour le moment, aucune contradiction ne se présente. Mais il 
importe d’insister sur le fait que les équations « matérielles », où 
figure le tenseur T^ v défini au n° 81 , représentent Yaspect 
macroscopique des phénomènes : l’introduction de la densité de 
la matière implique que celle-ci est considérée comme continue. 

Cherchons à pénétrer plus loin en envisageant Yaspect micros¬ 
copique et remontant à la structure électronique de la matière. 

Nous avons montré, en relativité restreinte (n° 42 ), que la 
masse au repos de l’électron n’est égale à son énergie potentielle 
totale divisée par c 2 que si l’on admet, avec Henri Poincaré, une 
pression exercée par le milieu extérieur; cette pression est néces- 

( 1 ) Gomme nous l’avions déjà dit au n° 75 , R = 0 ne signifie pas que l’Espace- 
Temps est euclidien. La courbure totale peut être nulle sans que toutes les 
courbures principales soient nulles. 


BECQUEREL 


18 
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saire pour équilibrer la tension électrostatique qui produirait la 
dissipation de la charge; tout électron est donc dans un champ 
de force, dans un champ de gravitation, et nous avons vu que le 
quart de Fénergie constituant la masse au repos est dû à ce 
champ, les trois autres quarts éLant dus au champ électrosta¬ 
tique ( { ). 

Ces forces de cohésion doivent apporter ce qu’il faut pour 
construire l’électron (et par suite la matière) que les forces max- 
welliennes seules ne suffisent pas à expliquer (fin du n° 101). 

Comment pouvons nous écrire la loi microscopique de la gra¬ 
vitation? nous ne pouvons plus conserver la densité p qui est une 
conception macroscopique; il ne doit plus intervenir autre chose 
que Fénergie du champ électromagnétique des électrons et 
Fénergie du champ de force formé par les pressions de Poincaré. 
Ainsi, le tenseur matériel T'^ doit disparaître, mais nous devons 
conserver le tenseur qui n’est plus maintenant le tenseur 
d’énergie électromagnétique pour les phénomènes envisagés à 
notre échelle, et qui devient F expression la plus générale de 
Fénergie du champ des électrons. La formule microscopique, si 
l’on applique la loi admise jusqu’à présent, devrait être 

(I0-I 7 ) K- 1 4 R = - -"- E 'a. 

Il n’y a pas à ajouter au second membre Fénergie due aux pres¬ 
sions de Poincaré ; cette énergie doit être contenue implicitement 
dans le tenseur de courbure qui figure au premier membre. 

On rencontre ici une difficulté insurmontable si l’on veut 
conserver la loi précédente. L’invariant contracté de Eji, étant nul, 
celui du premier membre doit être nul; on aurait donc, en tout 
point d’Univers, R = o ; la courbure totale R étant nulle partout, 
sa valeur moyenne dans la matière serait nulle et comme, remon¬ 
tant maintenant à l’aspect macroscopique, on a R = xp 07 on 


(*) Le raisonnement du n° 42 suppose que l’électron est assimilable à une 
sphère chargée superficiellement; or l’expérience ne nous apprend rien de la 
structure intime de l’électron, et nous verrons au Chapitre XVIII qu’on est 
conduit h une conception de Pélectron différente de la précédente. Cependant, 
nuelte nue soit la structure réelle, la conclusion crue l’électron doit subir l’action 
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obtiendrait toujours p 0 = o, résultat absurde : il n’y aurait pas de 
matière. C’est d’ailleurs ce que nous avons déjà dit : le tenseur 
d’énergie électromagnétique ne peut pas contribuer à former une 
densité de matière. 

On peut encore montrer cette ' contradiction de la façon sui¬ 
vante : la divergence du premier membre de ( 10-17) étant identi¬ 
quement nulle, la divergence de devrait être nulle. Or, d’après 
les équations de l’électromagnétique, E^ v = o entraîne F (XfiC J a =.o. 
La densité de courant serait nulle en tout point; il n’y aurait nulle 
part ni courant de convection, ni densité de charge : il n’y aurait 
pas d’électrons. 

Il est donc nécessaire de corriger la loi de la gravitation. 
Puisque l’invariant contracté de E [J<V est nul, nous devons iden- 
tilicr Ep, avec un tenseur de courbure dont l’invariant contracté 
soit nul. 

Lé tenseur du second ordre le plus général contenant les 
leurs dérivées premières et secondes et linéaire par rapport à ces 
dernières est de la forme 

(11-17) C l R|XV - 4 - c 2 R£>v + c 3 £>v, 

c,, 6*2, c 3 étant des constantes. 

Nous avions donc fait une restriction en posant c 3 = o; il est 
temps de la supprimer et de déterminer c 3 par la condition que 
l’invariant contracté du tenseur général soit nul; nous obtenons 
le tenseur 

Cl (r h .v — j R^ • 


Nous devons donc écrire 


(12-17) 


R 





xE 


H-v, 


équations qui expriment la loi de la gravitation, si E^ v désigne le 
tenseur d’énergie du champ électromagnétique des électrons. 
Formons la divergence des deux membres de 


vK 


/in I 1 An 


« 1 . L 






rl Af» 


iS/rn a hi a vi r 
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de F électromagnétisme et en remarquant que la divergence 
- est identiquement nulle, 


de R£ 


(13-17) 


1 dR 
4 




Partout où J a = 0, c’est-à-dire en dehors des lignes d’Univers des 
électrons, la courbure totale R est constante ; cette courbure est 
donc la même dans le vide et aux points où se trouve de 
Vénergie libre ( l ) (énergie rayonnante ); de plus la courbure 
dans le vide n'est pas nulle , car une courbure nulle dans le vide 
(où E^ v = 0) entraînerait d’après (12-17) R (XV = 0; on retomberait 
sur la loi que nous devons abandonner. 

D’après (12) la loi dans le vide s’écrit 


x 

Rp-v — ^ «éTfxv R = O, 


ou, en appelant R 0 la courbure dans le vide et posant 

(14-17) . Ro= 4 *, 

(l5-I7) - kg'lLV—O. 

Dès le début (n° 75 ), nous avions indiqué cette loi comme une 
loi possible et nous avions fait pressentir qu’on serait conduit à 
l’adopter. 

S’il j a de la matière présente, l’équation macroscopique 
s’obtient en écrivant (n° 83 ) la proportionnalité entre le tenseur de 
courbure conservatif 


{ 4 R ' ( R ? = % - X 4 , R' := a - 4 x ) 
et le tenseur matériel TÇ* dont la divergence est nulle, 

( 16 ~ï 7 ) B?" 4 R' = -xTJj LÎ 

ou 

(' 7 - 17 ) 


(*) P* s ou t>lier que 3 “ représente le courant de convection et la densité de 
charge,.mais non le courant de déplacement de Maxwell. J“= o, comme dans le 

■vide, airv rtnintc nù rr -, a *. i—_• _ . 


ir 
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Ff 


{XV 


' ô'[XV ÏV — - X ( T |J, V -4- E JJLV ) ) 


si la matière contient des charges et des courants, ou enfin 

(18—17) R (XV ^ H{XV :=: ^T{JLV •+■ E^v — ,£'(J.v T \ . 


. La pression de Poincaré . — Aux points d’Univers où sont 
présentes des charges électriques, écrivons, d’après (izj-i5), 

dxu 

(19-17) J|x = p »^f’ 


P 0 étant la charge totale (invariante) par unité de volume propre. 
Multipliant les deux membres de (1 3 —17) par P* (multiplication 
intérieure) et remarquant que J a PF {xa == o parce que F^ a est 
symétrique gauche, nous obtenons 


(20-17) 


<?K dx^ 
ds 


La courbure totale R est donc constante sur chaque ligne 
d’Univers d’une charge ; elle a d’ailleurs une valeur différente de 
la courbure R 0 dans le vide, car la loi macroscopique (17-17) donne 
dans la matière une courbure moyenne telle que 

(21-17) R - R 0 =xp 0 ^ O. 


Ainsi, les lignes d’Univers des électrons constituent des sortes 
de rides sur lesquelles la courbure est modifiée. Einstein a suggéré 
l’idée que la courbure totaie R joue le rôle d’une pression négative : 
en dehors du corpuscule, la pression n’a pas la même valeur qu’à 
l’intérieur; c’est la variation de courbure (R— R 0 ) ou plus exacte¬ 
ment le champ de force déterminé par cette variation qui empêche 
la dissipation de la charge de l’électron. La courbure (moyenne) à 
l’intérieur de l’électron est constante dans le temps. 

On voit que, dans l’aspect microscopique, R — R 0 détermine la 
pression de Poincaré ; dans l’aspect macroscopique, (R — R 0 ) 
représente la densité de la matière, R étant alors une courbure 
moyenne. 
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loi de la gravitation n’entraîne aucun changement dans les principes 
généraux de la mécanique. Il suffit de remplacer partout le 
tenseur Rp, par le tenseur Rp, — Xg^ v et sca l a ^ re R P ar I e 

scalaire R' == R —* 4 ^ = R — Ro • Puisque la divergence de 

R™ — ^g* v W est identiquement nulle, la loi corrigée (16-17) est 

en plein accord avec le principe de conservation de l’impulsion- 
énergie : elle a d’ailleurs été écrite de manière qu’il en soit ainsi. 
Enfin, la densité d’action de gravitation (*) sera prise égale 

à \J — g(R —4 à) au lieu de sJ — £ R. 

Dans les applications astronomiques le terme très petit Xg^ 
peut être négligé, et la courbure dans le vide peut être pratique¬ 
ment considérée comme nulle. 

108. L'espace fermé. 

Les vitesses relatives des astres sont toujours très petites par 
rapport à la vitesse de la lumière. Cette remarque nous permet 
d’envisager un système de référence relativement auquel la matière 
est, en moyenne, au repos et dans lequel les vitesses individuelles 
sont faibles. Dans ce système, la matière est quasi stationnaire. 

Considérant l’Univers, non plus seulement sous l’aspect macros¬ 
copique de la matière, mais sous l’aspect ultra-macroscopique ou 
« cosmique » de l’ensemble des mondes, nous pouvons imaginer 
un très grand volume d’espace [par exemple 1000 parsecs- 
cubes ( 2 )} dans lequel nous envisageons une densité moyenne p de 
la matière. Supposons que cette densité (au repos) moyenne soi t 
constante dans l’Univers, ce qui est la seule hypothèse logique. 
Nous pouvons, dans cet aspect ultra-macroscopique, ne tenir 
compte que de la distribution générale de la matière, faire abstrac¬ 
tion des irrégularités locales peu importantes dans l’ensemble et 


(*} ïl est à remarquer que dans la théorie exposée au n° 103 r nous devons 

A 

poser ■ , - = const. ; c’est arbitrairement que nous avions annulé la 

V § 

constante. En la désignant par — 4 L on trouve la loi corrigée. 

( 2 ) Le parsec est la distance à laquelle la parallaxe est 1". 1 parsec = 3 .io 1> km 
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es champs de gravitation locaux (*), négliger les .pressions et 
utrès forces internes dans la matière. 

Dans cet aspect cosmique, le tenseur Tp, se réduit sensiblement 
la composante 

*■ rp 

14 4 — 4 4 p 


t les équations de la gravitation s’écrivent 


‘2 2-17) 


j Rp,— (\ -4- - xp j "p, = o si >Jt- et v ne sont pas tous deux égaux à 4 , 


R4.4 — ( X -4- - Xp ) 44 = — X£V, P- 


Prenant la position de l’observateur comme origine des coor- 
lonnées et adoptant des coordonnées sphériques, une première 
olution de ces équations donne les de rexpression suivante 
>our ds 2 : 

. ds- = — dr 1 — r* ( dO- H~ sin 2 0 dt p 2 ) -4- c 2 dt % 

ivcc 

p = 0, X = 0. 


C 7 est la solution de la théorie primitive y FEspace-Temps infini 
euclidien, c'est-à-dire euclidien s’il n’y avait pas des conden- 
ations locales que précisément nous négligeons. Cette'solution 
\ = o) est justement celle que nous rejetons pour les raisons 
précédemment exposées. 

Mais il y a deux autres solutions : 


Solution d'Einstein : 

^ = _ dr*— U 2 sin 2 ^ (<i 0 2 H- sin* G d'f) - 4 - c 2 dt 2 

' 23-17) < avec 

1 X. p =• 1 X, X ri j * 


Solution de de Sitter : 

ds^=— dr n - — U 2 sin 2 sin 2 0 dy*) - 4 - cos 2 — *; 2 dt* 


(24-17) { avec 

p = o. 


X 


U 2 


(*) Bien faibles, en somme, si l’on remarque qu r un rayon lumineux passant 
A-nt- an hord dn Soleil est dévié seudemeent de 
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Posons r = Uy (coordonnée curviligne). 

L’élément de ligne d’Univers s’écrit : 

Solution d*Einstein : 

( 25 - 17) ds- = — U 2 [ dy ^-+- sin 2 x(d6 2 -b sin 2 0 c/0 2 )] -h c 2 dt 2 . 

Solution de de Sitter : 

(26-17) ds~ = — U 2 [c?x. 2 -+- sin 2 ^(c(Ô 2 -h sin 2 6 d^)] -h cos 2 £C 2 dfi. 

Dans les deux solutions, la « coupe à temps constant » (dt = 0) 
est un espace à courbure constante positive , de rayon U. 
L’espace est fermé. 


IL - HYPOTHÈSES SUR LA FORME DE L’UNIVERS. 


109. Hypothèse d’Einstein. L’espace sphérique ou ellip¬ 
tique. Le temps d’Univers rectiligne. L’Espace-Temps 
cylindrique. 

Pour mieux concevoir la solution d’Einstein [(28-17), (20-17)], 
supprimons une des dimensions de l’espace. Imaginons des êtres 
infiniment plats, entourés d’objets à deux dimensions, assujettis à 
vivre sur une surface sphérique sans avoir la perception d’une 
troisième dimension d’espace. Confondant la surface de leur 
monde sphérique avec le plan tangent, ils imagineront la géométrie 
plane (euclidienne) et penseront d’abord que leur univers s’étend 
à l’infini. Ils appelleront ligne droite le plus court chemin d’un 
point à un autre. S’ils portent autour d’un même point, dans toutes 
les directions, des longueurs égales, ils construiront un cercle, et 
tant que le rayon sera petit, ils trouveront que le rapport de la 
circonférence au diamètre est un nombre indépendant du 
rayon tc = 3 ,i 4 i 5 .... Cependant, s’ils tracent des cercles de 
<c rayons » de plus en plus grands — ce qu’ils appellent rayon étant 
un arc de grand cercle puisqu’ils restent sur la surface — ils cons¬ 
tateront que le rapport de la circonférence à ce qu’ils appellent le 
diamètre devient inférieur à tz et diminue à mesure crue le ravon 
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augmente, enfin que la circonférence elle-même décroît et finit 
par se réduire à un point : le point antipode. 

Les mathématiciens de ce monde comprendront que leur univers 
est courbe; ils déduiront de leurs mesures d’arpentage que c’est 
une surface à courbure constante positive, finie bien qu'illimitée^ 
limitant un « hypercercle » à trois dimensions dont ils pourront 
calculer le rayon. 

Soient O l’origine des coordonnées, prise en un point de la 


Fig. 18. 



surface sphérique, A le centre, y ’ l’angle O AC, 8 l’angle azimutal 
du plan O AC. L’élément de longueur en un point C est 

dV 1 = U 2 dy 2 - i-U 2 sin 2 *. dO 2 , 

U étant le rayon de la sphère. L’élément de ligne d’Univers a pour 
expression 

(27-17) ds 2 = — dl 2 -\~ c 2 dt 2 = — U 2 (cZy 2 -i- sin 2 y dü 2 ) H- c 2 dt 2 . 

Ajoutant une dimension d’espace, nous avons l’Univers à cour¬ 
bure constante d’Einstein, la formule (25-17) étant l’extension de 
(27-17 ) avec une dimension supplémentaire mesurée par <p. 

Faisant dt = o. dans la formule (25-17), nous obtenons l’expres¬ 
sion de l’élément de longueur dans l’espace 

(28-17) dl 2 = U 2 [^ 2 -h sin 2 ^(^0 2 -{- sin 2 G cép 2 )]. 

e 

L'espace à courbure constante positive a deux formes pos- 
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Newcomb) tous deux représentés par l’équation (28). Nous nous 
bornerons à étudier l’espace sphérique. 

Cet espace est difficile à se représenter : il n’a absolument rien 
de commun avec l’intérieur d’une sphère ordinaire dans un espace 
à trois dimensions : il limite une hypersphère dans un espace 
à quatre dimensions comme une surface sphérique limite une 
sphère. 

Si nous portons sur la surface d’une sphère ordinaire, à partir 
du point O et dans toutes les directions, des longueurs égales 
OC — Uy, nous obtenons le cercle CC' dont la circonférence a 
pour longueur 2 tûU siny et dont le rayon curviligne (mesuré sur la 
surface) est OC = r = Uy. De même dans l’espace courbe qui 
limite une hypersphère quadridimensionnelle, si nous portons à 
partir d’un point des longueurs r égales (mesurées sur des fils 
tendus), nous obtenons une sphère dont le rayon (mesuré dans 
l’espace sphérique tridimensionnel ) est r = XJ y et dont la surface 
est 4 t:U 2 sin 2 y. Portons des longueurs de plus en plus grandes, 
nous obtenons des sphères de surfaces croissantes jusqu’au 

rayon ~t:U, ensuite les sphères décroissent jusqu’à se réduire à 

un point, le point antipode à la distance tcU. 

Le volume total de l’espace sphérique est 2 7t 2 U 3 (l’espace ellip¬ 
tique de Newcomb a un volume tc 2 U 3 ). 

La masse totale de la matière, de densité moyenne p, est 


(29-17) 


M =. 27c 2 U 3 p 


et comme l’on a, d’après (28-17), 


x 


X 


1 

Ü 2 


nous obtenons les relations suivantes : 


(So-17) 


ü 


i/j’ 


•U 


x 


4 TC 2 


M; 


M 


V 


On voit que, dans l’hypothèse d’Einstein, la courbure d’ensemble 
de l’espace est déterminée par la matière mondiale. 

Il est difficile de vérifier si cette conception est exacte. On a 
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masse du système stellaire est de l’ordre de io° fois celle du Soleil ; 
admettons que les nébuleuses spirales représentent ioooooo de fois 
cette masse (*); on obtiendrait ainsi, d’après la seconde formule ( 3 o)? 
un rayon de l’ordre de io* 5 kilomètres, etletour de l’Univers 2 t:U 
serait de l’ordre de io* 5 à io ,c kilomètres, ce qui représente 100 
à 1000 années de lumière; ce résultat est absurde, car la distance 
moyenne des étoiles visibles à l’œil nu dépasse 100 années de 
lumière. On serait donc conduit à admettre l’existence d’énormes 
quantités de matière non découvertes : ceci est d’ailleurs possible, 
car seule la matière lumineuse se révèle à nous; nous ne connais¬ 
sons pas les mondes obscurs ( 2 ), c’est-à-dire d’une part les amas 
très peu condensés, d’autre part les étoiles éteintes qui peuvent 
être très nombreuses ; de plus, la lumière émanée des astres très 
lointains peut être trop absorbée par la matière disséminée dans 
l’espace pour parvenir jusqu’à nous en quantité appréciable. 

On peut aborder autrement la question en cherchant à évaluer 
la densité moyenne. Si l’on admet, avec Kapteyn, que la masse 
contenue dans 1000 parsecs-cubes est, en moyenne, 80 fois la 

masse du Soleil, on trouve un rayon U = de l’ordre de 

io 20 kilomètres^ mais ce chiffre est bien incertain, d’autant plus 
que, s’il y a de la matière obscure, la densité moyenne est plus 
forte et le rayon moins grand. 

Le temps d’Univers. — Ce qu’il y a de plus remarquable dans 
l’hypothèse d’Einstein, c’est qu’elle constitue un retour à l’espace 
absolu et au temps absolu. Einstein a rétabli la séparation entre 
l’espace et le temps, en admettant un Univers cylindrique, la 
direction des génératrices donnant un temps d’Univers absolu. 
Mais c’est un absolu dont nous n’avons pas connaissance en toute 
rigueur car, pour nous, l’espace et le temps restent unis suivant 
la conception de Minkowski; le temps que nous mesurons, 
variable d’un système à l’autre, variable d’un point à un autre dans 
un champ de gravitation, n’est pas ce temps d’Univers absolu. 


( 1 ) Eddington, Report on the relativity theory of gravitation> 1920, p. *86. 
( 2 ) Cependant dan3 la nébuleuse d'Orion (photographie prise à l'observatoire 
Lick) on a constaté des régions sombres qui paraissent dues à de la matière 
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Toutefois, puisque les vitesses relatives des mobiles naturels 
sont toujours très petites par rapport à la vitesse de la lumière, 
que les champs de gravitation ne déforment que bien peu l’espace 
et le temps, s’il existe un système de référence où le temps 
est absolu et où la matière est quasi stationnaire, les temps me¬ 
surés dans les différents systèmes naturels sont bien voisins du 
temps d’Univers; l’écart ne serait notable que si l’on parvenait à 
réaliser des vitesses considérables par rapport à l’ensemble de la 
matière mondiale. 

Les géodésiques de l’hypersphère émanées d’un même point se 
coupent au point antipode et reviennent au point de départ 
(comme les grands cercles d’une sphère). Les rayons lumineux 
pourraient donc revenir après avoir fait le tour de l’Univers 
(trajet 2 tu U). 

On a alors fait l’objection suivante : on devrait voir un anti¬ 
soleil au point du ciel opposé au Soleil. Cet anti-soleil aurait 
même diamètre apparent que le Soleil; la face qu’on verrait ainsi 
serait la face opposée à la Terre et, s’il n’y avait pas d’absorption, 
F anti-soleil serait aussi brillant que le Soleil lui-même. Ce n’est 
pas une objection sérieuse, car ce raisonnement suppose un 
retour rapide des ondes lumineuses, c’est-à-dire admet un rayon 
d’Univers relativement petit, ce qui est certainement faux. Si 
l’anti-soleil pouvait être visible, cesserait l’astre tel qu’il était au 
moment du départ des ondes lumineuses, à une époque où il se 
trouvait fort loin de sa position actuelle; il aurait seulement l’as¬ 
pect d’une étoile. 

Quant aux étoiles, elles pourraient être vues en double, ou 
même en triple après deux tours d’Univers des rayons lumineux; 
beaucoup d’étoiles ne seraient que des fantômes d’un passé très 
reculé. 

Cette conception des anti-étoiles n’est pas vraisemblable; elle 
admet que la lumière pourrait faire le tour de l’Univers sans être 
trop absorbée, ce qui est peu probable. D’autre part, elle suppose 
que les géodésiques se ferment exactement; or il ne faut pas 
oublier que l’équation (20-17) suppose la matière uniformément 
répandue, et que, par conséquent, cette équation ne peut donner 
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d’Einstein est exacte, l’espace n’est que quasi sphérique : il a ui 
courbure moyenne constante R = ^ (d’après 5 -1 7) ou R = 6 

Fig. 19. 



puisque A = ™ (23-17), mais sa courbure est plus grande ai 

% 

points où la densité dépasse la moyenne p, et diminue jusqu’à t 
s’il n’y a aucune matière (14-17)* 


Figurons une sphère ordinaire et soit O un point de la surfac 
Du centre A, on peut faire la projection conique de la surface s 
le plan tangent en O. De même, projetons l’espace sphérique s 
l’espace euclidien tangent au point O, où se trouve l’observa ter 
Soit r la distance OP de ce point origine à la projection P d’i 
point de l’espace sphérique ; nous allons remplacer la coordonnée 
(ou r) par la coordonnée r : 

(31-17) r=Utangx* 


L’expression de l’élément de ligne d’Univers devient 


(02-17) ds~ 


di ’ 1 


r 2 (a?0 2 -b sin 2 ô dty 2 ) 


(1 -b er 2 ) 2 


1 -b er 2 


-b c 2 dt % 


en nosant e 
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surobservateur qui posséderait quatrè dimensions 
dvers d’Einstein apparaîtrait comme sphérique.dans 
ice quadridimensionnel euclidien (*) [l’expression 
r ' 2 est euclidienne dans un hyperespace quadridimen- 

Fig. 20. 



s l’homme, qui ne possède que trois dimensions, n’a 
ption directe de la courbure suivant une quatrième 
espace ; tout rayon lumineux'lui arrivant dans l’espace 
, dans cet espace que toutes choses lui apparaissent : 
3 , il fait réellement'la projection conique qui vient 
se ( 2 ). 

observateur en O déterminera la distance du point C 
re de parallaxe, en s’imaginant que l’espace est eucli- 
éplacera de O en un point O', perpendiculairement 
Longueur extrêmement petite 00 r = a = U a, a étant 

)f ) il mesurera l’angle (3 = txyé et croira que le 
e C est us = ^ — [3, c’est-à-dire cos [3, puisque (3 est 
petit. Or, dans le triangle sphérique OO'C, on a 
i cotv, ou Txs = —-—; la distance r que l’observa- 
de w est donc 


r = 


a 

TH 


U tanga 
a 


tangy = U tan g/ . 


projection sur Vespace euclidien tangent repré - 


inuons à négliger les perturbations locales dues aux champs de 
n’envisager crue l’aspect d’ensémble. 
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i * aspect de V Univers pour V observateur ; celui-ci a Villu- 
E un espace euclidien in Uni, 


3 relions les équations du mouvement d’un point matériel 
l’Univers d’Einstein ( 4 ) : les équations différentielles d’une 
‘sique (n° 78 ) sont les suivantes : 

d*x a ___ ( ap ) deçà, dx§ 

ds 2 / <t ( ds ds 


d % x { y 
c 2 dt 2 


[if 


ap ) dx G 1 dx a dx$ 


4 \ c dt J c cfa c dt 


. nous restreignant aux systèmes de référence dans lesquels 
ne dépendent pas de x h — ct^ 


d~ X(j 

c 2 dfâ 


a{3 ) dxoc, dxft t a 4 ) dx a ûfop 

ci \ cdt edt ( 4 ( c dt c dt 


ec les coordonnées employées dans les équations (23-17) et 
7), /’ ou y ^r= 9, cp, les symboles de Christoffel non 

sont les suivants : 


U sin y cos^, 


us obtenons 

I d % r 
c 2 dt* 

dn 

C 2 

cp 

c 2 dfî 


sin 8 cos 6, 


U sin^ cos% 


7 —V 

\c dt) 


U sin y cos% sin 2 8, 


tt cot X> 


CO 10 . 


sin 2 8 


d co ^â^F H - sin9cos9 (Æ^ , 

2 û?/' c/cp A <^0 dfo 

71 COtY —V7 —— a COtû- 5 - 

U ^ c dt c dt c dt c dt 


TC (Hfy • * 

us pouvons prendre 9 = - et -77 = o ; les intégrales des aires 

2 CL t 
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et de l’énergie sont alors 


U 2 sin 2 


( 35 - 17 ) 


y ( c Il 

x \dt 






h et k étant deux constantes d’intégration. 

Eliminant dt, nous avons l’équation différentielle de l’orbite 


(36-17) 


/ dr\ 2 k 

(S?) + U *sin*X“è Ut8 i„ 4 5t 


dont l’intégrale est 
(•37-17) 


h 


tang X co 5 (cp^ ?0 ) = —— . 


C’est l’équation de la géodésique dans l’espace sphérique (ou 
elliptique). La seconde des formules (35-17) montre que le mobile 

suit cette géodésique avec la vitesse constante \]k. 

La vitesse de la lumière est c, ainsi qu’on le voit immédiate¬ 
ment en faisant ds = o dans l’équation (28-17). 

Ces résultats correspondent au point de vue du surobservaleur 
quadridimensionnel. 

Mais tout autre est le point de vue de l’observateur tridimen¬ 
sionnel, qui projette le mobile sur l’espace euclidien tangent. 
Pour lui, la coordonnée distance est, non plus la coordonnée cur¬ 
viligne r = mais la coordonnée rectiligne r = tang^. Adop¬ 
tant maintenant la coordonnée r, nous obtenons, en écrivant, 

comme plus haut, s = 


dr 

dt 


cos 2 x 


dx 

7 Tt’ 


cos 2 x = 


1 

1 —(— s r 2 


sin 2 x 


er 2 

1 ■+• sr 2 


et les formules (35-17) deviennent 
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rente 

(3 9 -, 7 ) p? = (§ Y + r 2 (gY = (1 + er 2 )H*- eA 2 ). 


Tant que r est très petit, la vitesse observée est encore sensi¬ 
blement \Jk (sA 2 étant très petit), mais à mesure que % approche 

de ± c'est-à-dire à mesure que le mobile paraît à l’observateur 

s’éloigner à Vinfini, toutes les vitesses apparentes croissent indé¬ 
finiment, quelque petites que soient les vitesses réelles p — \jk 
dans l’espace sphérique. 

Dans La seconde des équations (38-17), remplaçons par sa 

valeur tirée de la première équation; nous obtenons 

l’expression du carré de la vitesse radiale 


(40-17) 



(1 -h er 2 ) 2 


K — 


1 h- er 2 
r 2 



Enfin l’équation (37-17) de la géodésique prend la forme 

r cos(cp — 9o") = const. 


ce qui montre que, pour l’observateur, la trajectoire du mobile 
libre est une ligne droite. 

Etudions particulièrement le cas de la lumière. Faisant ds = o 
dans l’expression (32-17), nous obtenons 


(41-17) 


1 _!_r 2 ( ^ïY = c 2 . 

(i + sr 2 )* / n-er 2 \dtj 


Soient c { la vitesse de la lumière, a l’angle de la tangente au 
rayon lumineux et du rayon vecteur, on a, pour les composantes 
radiale et transversale de la vitesse, 


dr 

dt 


= Ci cos y, 


c/9 

r-r- = c { sina. 
dt 


L’expression (41-17) s’écrit donc 



c’est-à-dire que, pour l’observateur, la lumière se propage en 
ligne droite (*), mais avec une vitesse apparente c h d’autant plus 
grande que l’onde lumineuse est plus éloignée. 


Les points de la région y = - se projettent à l’infini; par contre, 

les points tels que P' situés près du point antipode O'(y = tu) se 
projettent en P près de l’observateur ( 2 ). Les astres en réalité les 
plus éloignés ( r = U ) pourraient donner l’illusion d’astres rap¬ 
prochés; ils nous apparaîtraient à l’antipode de la position qu’ils 
occupaient, il y a des billions ou des trillions d’années peut-être, 

Fig. 21. 

lorsque la lumière en est partie. Mais nous avons dit que la 
lumière est probablement absorbée dans un si long parcours, et 
nous pouvons répéter ici les objections faites à l’hypothèse des 
anti-étoiles. 


(1) Rappelons encore que nous supposons la matière uniformément répartie et 
que nous n’envisageons que l’aspect d’ensemble de l’Univers, en négligeant les 
perturbations locales. 

( 2 ) Ceci n’est exact que pour l’espace sphérique dont la projection couvre 
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HO. Hypothèse de de Sitter (*). La courbure du temps. 
L’Espace-Temps hyperbolique. 

Étudions maintenant la solution de de Sitter (24-17, 26-17). 
(43—17) ds~ =— ü 2 [^x 2 -+- sin 2 x(^^ 2 -Hsin 2 6^cp 2 .j] cos 2 y c 2 dt' 1 , 

*-s- 

La différence avec la solution d’Einstein porte uniquement sur 
le dernier terme, g fl étant égal à cos 2, y au lieu de 1 : il en résulte 
une profonde modification dans la conception de l’Univers. 

La « coupc à temps constant » dt = o est, comme dans l’hypo¬ 
thèse d\Einslein, un espace sphérique (ou elliptique) 

(44-17) dl 2 = U 2 [dy? -+- sin 2 x(^Q 2 -H sin 2 6 d<p*)], 

v * 

mais il y a aussi une courbure du temps. 

Une autre interprétation de l’équation (43-17) s’obtient en 
faisant le changement de coordonnées suivant : 

i siny = sin Ç sin w, 

s/~ Ct „ , 

tang-— = cosÇ tangw. 

U 

On obtient ainsi 

(46-17) ds 2 = —- U 2 } dw 2 -t- sin 2 w[c/Ç 3 -l- sin 2 Ç(dQ 2 -h sin 2 ô <tfo 2 )] (, 

ce qui peut être interprété comme étant l’équation, en coor¬ 
données sphériques (<o, ‘C, 6 , cp) d’une hypersphère de rayon U 
dans une multiplicité pseudo euclidienne à cinq dimensions. 
L’Espace-Temps quadridimènsionnel qui limite l’hypersphère à 
cinq dimensions est l’analogue de l’espace tridimensionnel dans 
l’hypothèse d’Einstein, avec cette différence qu’une des coor¬ 
données est imaginaire et qu’il ne faut chercher dans la formule 
( 40 -17) aucune représentation réelle. 

En changeant l’azimut de on fait une opération correspon¬ 
dante à la rotation de l’axe du temps dans la théorie de Min- 


S 1 \ t\ __ 
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kowski (n° 28). Il n’y a plus de temps d’Univers absolu : 
l'espace et le temps restent unis; à ce point de vue, le principe de 
relativité est mieux satisfait que dans l’hypothèse d’Einstein. 

Si l’on veut garder des coordonnées réelles, la forme de l’Uni¬ 
vers est celle d’un hyperboloïde dans une multiplicité à cinq 
dimensions. 

Ecrivons, en effet, o> = y/ — i to', 'Ç = sJ — ï nous obtenons 
d$‘ z = U 2 j dù > 12 — s h 2 w'[û?Ç' 2 -h sh 2 £'(<i6 2 4- sin 2 6 <if 2 )] J. 

Posons 

r = U sh co' sh z = r cos ij/, 

x = r sin^ sin 9 , t = U sh to'chÇ', 

y = r sin. tp coscp, w = Uchot>'. 

L’expression de ds 2 devient 

ds~ = — dx ' 1 — dy- — dz- — du 2 4- dt- , 

X 1 +.yt+. u ' 1 — r 2 = U 2 , 


ce qui est l’équation d’un hyperboloïde à une nappe dans la mul¬ 
tiplicité à cinq dimensions #, y, z, u : t. 

Les g^ de l’équation (46-17) vérifient les équations de la loi 
de la gravitation (22-17) sous les conditions 


(47-17) 


? ~ o, 


X = 


3 


U 2 ’ 


p étant la densité moyenne de la matière. 

A première vue, la condition p = 0 peut paraître inadmissible, 
puisqu’il y a de la matière dans l’espace, et que l’espace (44-17) 
est fini. Voici l’interprétation : nous avons, en écrivant les équa¬ 
tions (22-17), considéré l’aspect ultra-macroscopique, la forme 
d’ensemble de l’Univers, abstraction faite des condensations et 
irrégularités locales. Les conditions précédentes signifient que 
V Univers a une courbure naturelle qui n’est pas conditionnée 
par la matière mondiale. La matière intervient seulement 
pour modifier localement la courbure , sans changer la cour¬ 
bure d’ensemble et sans modifier le rayon U. En d’autres 
termes : l’Espace-Temps a une existence et une forme d’ensemble 
indénpndanrp.s de la matière rm’il cont ent: cette mat è e vie r it 
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à eue détruite, 1 Espace-Temps subsisterait avec le même rayon 5 
seules, les rides dues aux condensations locales disparaîtraient. 

La différence avec la conception d’Einstein est radicale : dans 

1 hypothèse d Einstein = s)v, X = — ^, c’est la matière mon¬ 
diale qui détermine la courbure moyenne de l’espace (de l’espace 
seul, puisque le temps est rectiligne). L’hypothèse d’Einstein 
nécessite l’existence de quantités de matière de beaucoup supé¬ 
rieures à celles que nous connaissons (ce qui n’a, d’ailleurs, rien 
d invraisemblable) ; l’hypothèse de de Sitter ne conduit plus du 
tout à cette nécessité. 

Il convient d’insister sur la différence entre l’espace d’Einstein 
et celui de de Sitter, tous deux représentés par la même équation 

dl* = U 2 [dy 2 ~H sin s x(rfô* 4 - sin 2 ô df)] ; 

l’espace d’Einstein a une courbure moyenne R = — = 6X, 

mais cette courbure n’est pas la courbure 41 dans le vide; la cour¬ 
bure moyenne n’est donc pas égale à la courbure de la majeure 
partie des régions de l’espace; presque partout, la courbure est 
seulement 4X. Nous voyons ainsi que la matière, qui détermine la 
courbure de l’espace, intervient en produisant des sortes de plis¬ 
sements par lesquels la forme de l’espace est brusquement changée 
de distance en distance, de manière que l’espace se ferme en pre¬ 
nant une forme quasi-sphérique de courbure moyenne 6\. Au 
contraire, dans l’hypothèse de de Sitter, nous avons une courbure 

moyenne R = ^ = 4 X, précisément égale à la courbure constante 

dans les régions vides de matière. L’espace n’est pas quasi-sphé¬ 
rique, il est bien sphérique (ou elliptique) avec seulement des 
rides locales, très disséminées, dues à la présence de matière, 
rides qu’on peut, si l’on cherche une image, comparer au relief 
du sol. 

Conséquences de la courbure du temps . —Revenons à l’équa- 
lion ( 43 - 17 ), la position de l’observateur étant prise pour origine 
des r = Uy. Pour un point fixe dans l’espace, on a = o> 
oJQ = 0, do = o) la formule se réduit à 
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OU 

( 48 - 17 ) dz = cosy^cU', 

dt est l’intervalle de temps mesuré par l’observateur. Cet inter¬ 
valle mesuré est d’autant plus grand par rapport à l’intervalle de 
temps propre dz que cos% est plus petit : le temps qui s’écoule en 
un même point d’espace, entre deux événements, paraît donc à 
l’observateur d’autant plus long que la région qu’il observe est 

plus voisine de la zone 7 = — à la distance r= iirU. Dans la 
*■ 2 2 

zone r=?-'; clJ, le temps est stationnaire pour Vobservateur , 

car dt est infiniment grand par rapport à ds. 

Mais ceci n’est qu’un point de vue relatif à l’observateur et ne 

signifie pas que le cours du temps soit arrêté dans la zone y =^; 

si l’observateur se transportait dans ces régions, il trouverait, 
suivant l’expression d’Eddington, que la Nature y est aussi active 
que partout ailleurs, et c’est son ancienne demeure qui lui paraî¬ 
trait immobilisée dans un repos éternel. 

Cette apparence est due à l’orthogonalité des temps propres aux 

deux endroits distants de \ tcU. Nous allons préciser l’influence de 

la courbure du temps en étudiant le mouvement d’un point maté¬ 
riel libre. 

Comme précédemment, nous considérerons successivement les 
deux systèmes de coordonnées 

% 

r = U^,-. 0, «p, et (r, coordonnée curviligne) 

et . • 

r = Utang^, 0, <p, et (projection sur l’Univers langent). 

Si nous adoptons le premier système, l’expression de ds 2 s’écrit, 
d’après (24-17) ou (43-17), 

(49~I7) ds 2 = — dr* — U 2 sin 3 ^(â?0 s -4- sin-0 <icp 2 ) cos 2 ^ dt % . 

Appliquant les équations du mouvement (33-17), calculant les 
symboles de Christofïel d’après les valeurs des de (49-17), on 
trouve, pour les intégrales des aires et de l’énergie, 

( Unang 

(50-17) | /J „ V , 
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en posant, comme précédemment, e = et en choisissant les 

coordonnées de manière que 6 = - et que ^ =o. h et k sont 
des constantes d’intégration. 

Le premier membre de la seconde équation est le carré de la 
vitesse. Nous trouvons un résultat très curieux : pour le surobser^ 
vateur qui adopterait la coordonnée distance r, la vitesse d’un 
mobile libre ne reste pas constante. Près de l’observateur (y = o), 

la vitesse est sensiblement ç-=.sjk^ puis, à mesure que le mobile 

s’éloigne, y augmente, et si la vitesse v = \/k est très petite par 
rapport à c (ce qui est toujours le cas pour les masses maté¬ 
rielles), le premier terme du second membre devient prépondé¬ 
rant; la \itesse croît jusque dans la région y = où elle devient, 

à peu de chose près, | • Ensuite, le mobile continuant à s’éloigner, 

sa vitesse décroît et tend vers zéro à mesure'qu’il s’approche de la 

zone y = - (^r = i nljJ : dans cette zone, tout est immobile. 

La lumière elle-même est arrêtée dans la zone du temps station¬ 
naire : reportons-nous, en effet, à l’expression (49-17) et faisons 

ds = o (^avec 0 = -, dQ = o^, nous obtenons 


( 5 1—17) 


TtY + U* sin’ X (gy= cos* X c*. 


la vitesse de la lumière c cosy, décroît progressivement de c à o r 

TC 

lorsque y augmente de o à-* 

Nous pouvons imaginer qu’un surobsei'vateur à quatre dimen¬ 
sion d’espace, ayant la perception directe de la courbure de l’es¬ 
pace, utiliserait la coordonnée curviligne r; pour lui, la distance 
serait r et il mesurerait les vitesses que nous venons de calculer; 
il envisagerait l’Univers sous l’aspect fantastique que voici : la 
Nature lui paraîtrait avoir une activité de plus en plus grande à 
mesure que les régions observées seraient plus lointaines, jusqu’à 

la zone distante de ^tcU; dans cette zone, tous les mobiles 
(quelque petites que fussent leuçs vitesses locales) auraient une 
vitesse colossale, au moins égale à mais ne pouvant en tous cas 



296 


DEUXIÈME PARTIE. — LA RELATIVITÉ GÉNÉRALISÉE. 


jamais dépasser la vitesse apparente — de la lumière; puis, au 
delà, l’activité semblerait diminuer et tout mouvement s’éteindrait 

dans la zone r = - -U. 

2 

Pour l’homme tridimensionnel, qui ne connaît que la projec¬ 
tion de l’Univers réel sur l’Univers tangent au point où il se 
trouve, l’aspect des choses est bien différent. Pour cet observa¬ 
teur, la distance d’un objet est r = Utangy ; adoptons maintenant 

r , 

cette coordonnée, l’expression de ds 2 devient 


( 52 - 17 ) 
On a 


ds 2 


dr 2 r 2 (^/ 6 2 -l- sin 2 6 d<p 2 ) c* dt 2 

(1 -+- £r 2 ) 2 (n- er 2 ) 1_ 1 + er 2 


tt tt dr a dr 

r=üx ; r = Utangx, Si = C0S *St’ 


de sorte 
vantes : 


( 53 - 17 ) 


que les équations (50-17) sont remplacées par les sui- 


dy 

dt 


= h, 


dr 

dt 


2 

r 2 


<rZcp 

dt 


2 

= c 2 er 2 -+- k. 


Si immobile, dont la vitesse est voisine de \J k près de l’origine, 
s’éloigne à P infini, c’est-à-dire si y tend vers - > sa vitesse mesurée 
croît indéfiniment. 

Dans le cas de la lumière, ds = o, on a donc 


^pour0 


7Z 

2 

I 


de 

dt 


o 


[d’après ( 52 - 17 )] 


1 -H er 2 \dt J 


ÆV + r> 


Tt) 


C 2 - 


Soit a l’angle du rayon vecteur et de la tangente au rayon lumi¬ 
neux; on a 


dr 

■— = C[ cos a 
dt 1 



= c L si n a, 


et l’expression précédente donne pour la vitesse mesurée de la 
lumière 
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sina = 


T do 
Ci dt 


Jl 

CiT 


[d’après la première des équations (53-17)], 


remplaçant c { par sa valeur ( 55 —17), on obtient la trajectoire du 
rayon lumineux (trajectoire repérée par Fobservateur, qui s’ima¬ 
gine que le rayon est dans l’Univers tangent) 

é 56—17) sina =- . — --- 

r \Jc* 1 ( 1 -j~ e r :1 ) — £ A 2 


A mesure que r augmente ^c’est-à-dire que y tend vers ^ j ? a tend 

vers zéro, et la vitesse de la lumière devient infinie pour r infini. 

La trajectoire du rayon lumineux n’est une ligne droite que 
dans le cas d’une propagation radiale, et pour une propagation 

radiale (a = o) la vitesse mesurée de la lumière est 'c>J i + er 2 . 

Imaginons maintenant qu’une onde lumineuse parte du lieu où 
se trouve Fobservateur; sa vitesse (vitesse radiale) croît indéfini¬ 
ment suivant la loi précédente; cependant, pour que la lumière 

parvienne à l’infini ^zone y = ^ , il faut un temps infini 


TC 



a fortiori , un mobile matériel demandera un temps infini pour 
atteindre la zone y = — * 

A 

Alors, plus d’anti-soleil, plus d’anti-étoiles, * car dans la 

zone y — ^ il y a la barrière du temps : pour Fobservateur, 

jamais un mobile, jamais un rayon de lumière ne franchiront 
cette barrière, jamais ils ne reviendront. Et pourtant, si l’on pou¬ 
vait mesurer la vitesse d’un mobile à mesure qu’il s’éloigne, on 
trouverait que cette vitesse croît indéfiniment. C’est bien, pour 
l’homme, l’illusion complète d’un Univers infini dans l’espace 
comme il est infini dans le temps. 
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111 . L’efFet Doppler. 

.L’hypothèse d’Einstein et celle de de Sitter conduisent à des 
résultats profondément différents pour l’effet Doppler. 


Effet Doppler dans V Univers d'Einstein, — Soit une source 
lumineuse possédant un mouvement dirigé radialenient par rap- 

dr 

port à l’observateur. La vitesse v = — étant constante, ainsi que 

la vitesse c de la lumière, il n’y a aucune raison de trouver (en. 
moyenne) pour les astres très lointains un effet Doppler d’un 
autre ordre de grandeur que pour les étoiles les plus voisines de 
notre système. 

En raisonnant avec la coordonnée r (espace tangent) on arrive, 
bien entendu, à la même conclusion. Soient x la période propre 

• dj' 

de la source, T la période apparente, ç la vitesse ^ de la source, 

Vi sa vitesse apparente ^» c K la vitesse apparente de la lumière 
pour l’observateur. On a, comme dans la théorie donnée au n° 29 , 


*( 68-17) 
•or l’on a 



gt = (1 ■+■ er 2 )c ' [d’après (40-1.7) (où h, = 0)], 
c 1 = (i + er 2 )c [d’après (42-17)], 


~ • L’effet Doppler est le même quelle que soit la distance. 

Cl C 11 1 A 


Effet Doppler dans V Univers de de Sitter. — i° Si la sourcç 
-était immobile par rapport à l’observateur, sa période apparente 

T 

serait- 

C0S X 

Le ralentissement apparent du temps à la distance r = U tangy^ 
(ou r = Uy) doit donc avoir pour effet un déplacement systéma¬ 
tique des raies spectrales vers le rouge, d’autant plus grand que 
la source est plus éloignée. 

o.° Si la smirr.e t. en mmivftmftnt.. un effet Dormler nronrement 
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dit doit se manifester à partir de la position de la raie déjà 
modifiée par la cause précédente. 

Supposons un déplacement radial (A = o) et adoptons la coor¬ 
donnée r (la coordonnée /’ conduirait d’ailleurs au même 
résultat). 

La formule de l’effet Doppler est 


et Ton a 



ri 

Cl 


vj = c 2 £r 2 -î- k = c 2 tang 2 y-f-Æ [cTaprès (53-17)], 

Ci = c y/1 -f- er 2 = c \J i -b rang 2 y [d’après (55-17) où a = o]. 


D’où l’on déduit facilement 


(59-17) 



Pour la zone 
on aurait 



4 étant 
c 2 


négligeable vis-à-vis de 1 et de sin 2 y, 



2,41 4 *t 
o 5 i14 T 


pour une source qui s’éloignerait, 
pour une source qui se rapprocherait 


et pour la zone y = - toutes les périodes apparentes deviendraient 
infinies. 

Si l’hypothèse de de Sitter est conforme à la réalité, pour les 
astres les plus lointains que nous connaissions /qui n’ont certai¬ 


nement pas atteint la région y = jji on doit s’attendre à trouver, 

en moyenne, un effet Doppler plus grand que pour les étoiles 
voisines de notre système, et si l’on admet que les vitesses radiales 
n’ont pas de préférence de sens, le ralentissement apparent du 
temps doit donner, en moyenne, un déplacement des raies vers le 


rouge. 

Précisément, celles des nébuleuses spirales que les astronomes 
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en général, un cfîet Doppler considérable. Voici trois exemples : 


Nébuleuse d’Andromède 

N. G. G. 1068. 

N. G. G. 4594. 


— 3 i 1 km : sec 
H- 925 km : sec 
•4-11 85 km : sec 


( rapprochement ) 
(éloignement) 


Ces chiffres sont les vitesses radiales calculées d’après la formule 

habituelle T = t^i±:~^; elles sont beaucoup plus grandes que 

les vitesses observées pour les étoiles rapprochées. Il est bien 
possible que ces grandes valeurs de l’effet Doppler soient la ma¬ 
nifestation de la courbure du temps, déjà sensible sur de si 
grandes distances. 

Il semble bien aussi qu’il y ait,, dans l’ensemble des observa¬ 
tions, une prédominance des déplacements des raies vers le rouge. 
Si un tel déplacement systématique était établi avec certitude, 
par la moyenne d’un grand nombre d’observations, F hypothèse 
de de Sitter devrait être préférée à celle d’Einstein. Pour le 
moment, il convient de rester dans l’expectative. 


112. Les conditions à Pinfini. 


Dans l’Univers tangent, prenons des coordonnées cartésiennes 
rectangulaires 

Xi = r sinÔ sincp, 

X 2 = r sinÔ coscp, 

X 3 =rcosô, 

X4. = et. 

Si l’on effectue cette transformation dans les formules 




afr 2 __ r 2 (a?6 2 4- sin 2 0 d <p 2 ) 
(1 4- er 2 ) 2 (1 -h er 2 ) 

(Univers d’Einstein), 


4 — c 2 a?£ 2 


ds 2 = — 


a?r 2 r 2 (a? 0 2 -b sin 2 0 afo 2 ) 

(14-er 2 ) 2 (ï-h er 2 ) 

(Univers de Sitter), 


c 2 dt* 

(i 4- ET 2 ) 
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de l’observateur, les g^ ont les valeurs galiléennes 


(60-17) 


Galilée. 

—10 o o 

o — 1 o o 

o o —1 o 

o o 0+1 


mais qu’à l’infini (r = 00), les g^ dégénèrent et prennent les 
valeurs suivantes : 


(61-17) 


Einstein. 
000 O 

000 o 

000 o 

000 -j— 


(62-17) 


De Sitter. 
0000 
0000 
0000 
0000 


Est-ce là une objection.à ces théories? Non, bien au contraire, le 
résultat est très satisfaisant, comme nous allons le montrer. 

Les équations qui expriment la loi de la gravitation sont des 
équations aux dérivées partielles qui ne déterminent les g^ v qu’à 
des fonctions près, et ces fonctions sont elles-mêmes déterminées 
par les conditions aux limites, c’est-à-dire par les conditions à 
l’infini (à l’infini pour l’observateur, r = 00). 

Revenons, pour un instant, à la loi primitive d’Einstein Çk = o) ; 
l’Espace-Temps est supposé euclidien à distance infinie de toute 
matière. Admettons que l’observateur puisse choisir un système 
de référence dans lequel, en coordonnées rectangulaires, les g^ v 
aient, à l’infini, les valeurs galiléennes. Si maintenant l’observa¬ 
teur change de système de référence, en rapportant les événe¬ 
ments à un système accéléré par rapport au premier, les valeurs 
limites des g^ ne restent pas invariantes. L’observateur peut 
donc distinguer les divers systèmes par les valeurs limites des^ v , 
et les systèmes pour lesquels les g^ ont des valeurs galiléennes 
apparaissent comme plus remarquables que les autres, parce que 
les valeurs aux limites sont les plus simples. 

Mais cette variabilité des conditions aux limites à distance 
infinie de toute matière est inadmissible, car dans l’espace vide et 
géométriquement homogène (euclidien), rien ne peut distinguer 
un système d’un autre. Il est nécessaire que les valeurs limites 
des g^ v soient indépendantes du système de référence. 
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Cette condition d’invariance aux limites est la raison profonde 
pour laquelle Einstein a modifié la loi qu’il avait d’abord donnée : 
elle l’a conduit à introduire le terme et à émettre l'hypo¬ 

thèse de l’espace fermé. Les considérations basées, sur les pro¬ 
priétés du tenseur d’énergie électromagnétique n’ont été données 
que plus tard par Einstein. 

On peut envisager la question sous un autre aspect. 11 n’y a pas 
de différence essentielle entre la gravitation et l’inertie : leurs 
effets combinés se traduisent par l’existence du tenseur fonda¬ 
mental g^* Nous savons qu’au voisinage d’une masse matérielle, 
les sont légèrement modifiés, mais dans les valeurs totales 
des g^ n doit-on faire la part de l’effet de la matière mondiale et 
de quelque chose qu’on pourrait appeler de Vinertie pure? cette 
dernière part serait donnée par les valeurs des g^ v à l’infini. 

Comme dit Einstein ( { ) : « Dans une théorie logique de la rela¬ 
tivité, il ne peut y avoir une inertie relativement à V « espace »; il 
n’y a qu’une inertie des masses par rapport aux autres masses. Si 
l’on éloignait une masse à distance infinie des autres masses, son 
inertie devrait s’annuler. » 

D’après ce postulat de la relativité de Vinertie, les g^ doivent 
s’annuler à l’infini. 

La solution de de Sitter (62-17 ) répond seule à cette con¬ 
dition, du moins d’une façon complète. C’est la relativité dans 
toute sa plénitude. Les valeurs limites des g^ sont nullcs pour 
toutes les transformations. 

Dans, la solution d’Einstein (61-17) les valeurs limites des 
sont invariantes pour toutes les transformations pour lesquelles 
(à l’infini) t' — t. Le système d’Einstein ne satisfait au postulat de 
la relativité que si ce postulat est appliqué à l’espace tridimen¬ 
sionnel; en d’autres termes : si nous concevons qu’un espace (#,, 
# 2 , x$) avec de la matière mondiale soit en mouvement dans un 
espace absolu, ce mouvement ne peut pas être décelé; tous les 
mouvements observables sont relatifs à l’espace (x { , # 3 ) avec 

sa matière mondiale, et non relatifs à l’espace absolu. La matière 
mondiale vient ainsi remplacer l’espace absolu de la théorie de 
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Newton et constitue un « système d’inertie ». La relativité de 
llnertie n’est obtenue qu’en envisageant un « temps d’Univers 
absolu ». Quant au temps mesuré, il diffère plus ou moins de ce 
temps absolu, selon l’état de mouvement de l’observateur par 
rapport au système d’inertie. 

113. L’accélération et la rotation. 

Dès le début de la théorie de la relativité, nous avons insisté 
sur le fait que toute accélération semble posséder un caractère 
absolu. Alors qu’on ne peut pas mettre en évidence un mouve¬ 
ment de translation uniforme de la Terre dans l’espace, le compas 
gyroscopique permet de déterminer les pôles de la Terre, l’expé¬ 
rience de Foucault permet de mesurer sa rotation, et cette rota¬ 
tion est la même que celle qu’on observe d’après le mouvement 
apparent des étoiles. 

L’explication est la suivante : les lignes d’Univers naturelles ou 
géodésiques ont une signification absolue dans l’Espace-Temps : 
elles sont déterminées par la structure géométrique de l’Univers. 
En tout point-événement d’Univers, il existe un Univers tangent, 
l’Univers euclidien de l’observateur en chute libre; dans un sys¬ 
tème de référence lié à cet observateur, ou dans un système en 
translation uniforme par rapport à lui, les géodésiques peuvent 
être à très peu près confondues avec des droites d’Univers dans 
une grande étendue. Le mouvement de translation uniforme n’a 
aucun caractère absolu parce qu’il conserve aux géodésiques leur 
forme rectiligne : il ne peut pas être déterminé par rapport aux 
géodésiques. Au contraire, toute accélération et en particulier 
toute rotation par rapport à ces lignes d’Univers a une réalité 
objective : c’est cette réalité qui est observée avec le pendule de 
Foucault dans le cas de la Terre. 

« La vitesse, dit Eddington (Q, c’est le rapport de certaines 
composantes de T^, deux à deux; elle n’existe que si T An n’est pas 
nul. La matière (ou l’énergie électromagnétique) est donc la seule 
chose qui puisse avoir une vitesse par rapport au système de 
référence. La vitesse de la structure d’Univers c’est-à-dire des 
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régions où T^ v s’annule, est de la forme indéterminée Au 
contraire, l’accélération et la rotation sont définies au moyen 
des elles existent partout où ceux-ci existent; la structure 
d’Univers a par suite une accélération et une rotation bien déter¬ 
minées par rapport au système de référence. » 

La structure d’Univers étant entièrement fixée par la matière 
mondiale, on peut dire encore que l’accélération et la rotation sont 
relatives à l’ensemble de cette matière, relatives au système que 
nous avons appelé plus haut système cl 1 inertie. 

On voit que l’accélération est une entité plus simple et d’un 
caractère bien plus universel que la vitesse; l’accélération peut être 
définie partout; la vitesse ne se rencontre que dans les régions où 
la présence de matière vient compliquer la structure. 

114. La structure d’Univers et l’éther. 

L’Univers possède une structure géométrique connexe de la 
présence de matière, puisque le champ de gravitation qui règne 
au voisinage de la matière n’est autre chose qu’une déformation 
de l’espace et du temps. Dans la matière (envisagée sous l’aspect 
macroscopique), la variation de courbure est proportionnelle à la 
densité (R — R 0 = xo 0 ); dans le vide, l’espace et le temps sont 
modifiés par le voisinage de la matière, bien que la courbure totale 
soit partout la même (R = R<>). 

Si l’on cherche à préciser la relation qui doit exister entre la 
structure' de l’Espace-Temps et la matière, deux points de vue 
opposés peuvent être envisagés. 

i° On peut attribuer à la matière, ou plus exactement aux 
électrons qui la composent, un rôle primordial. Ce point de vue 
paraît conforme à la conception de l’Univers cylindrique d’Einstein. 
En effet, dans l’hypothèse d’Einstein, la courbure d’ensemble de 
l’Univers est déterminée par la quantité totale de matière exis¬ 
tante [(30-17), n° 109 J 

ü =4T. M ' 
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matière crée, en quelque sorte, l’espace qui la contient, et s’il n'y 
avait pas de matière, il n’y aurait pas d’Univers. L’influence de la 
matière est probablement plus compliquée qu’il ne semble à pre¬ 
mière vue d’après la formule précédente, car y, dépend sans doute 
deM. 

2° Une autre théorie, soutenue par Eddington, est la suivante : 

-« Je préfère, dit Eddington, regarder la matière et b énergie, non 
pas comme des facteurs produisant les différents degrés de cour¬ 
bure de l’espace, mais comme des éléments de perception de celte 
courbure. » 

Celte manière de voir est en accord avec la solution de Sitter, 
puisque p = o signifie que la matière existante n’intervient en rien 
pour déterminer la courbure totale dans toute région vide, et 
n’influe pas sur la force d’ensemble, ni sur les dimensions de 
FUnivers. L’Univers a une courbure naturelle ; la matière corres¬ 
pond, localement, à des sortes de montagnes ou de rides, mais 
dans son ensemble l’Univers est bien moins altéré par les irrégu¬ 
larités locales que ne l’est la Terre par le relief du sol. D’après 
celte théorie, on pourrait concevoir un. Univers vide de matière. 

Dans cette hypothèse de la courbure naturelle, les lois 
deviennent, conformément à la conception déjà indiquée (n~ s 83 et 
103 ), des identifications de grandeurs physiques avec des graadeurs 
géométriques et l’on peut les considérer comme des définitions 
des grandeurs physiques (Eddington). 

Si la courbure totale est R 0 ^R 0 = et S L de plus, le ten¬ 
seur R,^,— - Roév est nul ’ nous disons y a le vide; cette 

structure se manifeste à nous sous un aspect particulier que nous 
appelons le vide : c’est une définition du vide. Si maintenant la 

courbure totale est R 0 , mais si R^ n’est plus égal a ^R 0 gVv) nous 

disons qu’il y a de l’énergie libre (énergie électromagnétique); 
enfin, si dans une région la courbure totale R est différente de la 
courbure Rq du vide, nous sommes en■ présence d une structure 
géométrique que nos sens distinguent des autres structuies et nous 
exprimons nos sensations en disant que la région considérée est 

remplie de matière ; le scalaire géométrique — (R Ro) es ^ une 
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grandeur qui s’identifie avec la grandeur physique que nous appe¬ 
lons la densité propre p 0 . 

« La matière est un indice , dit Eddington 1 et non une 
cause — La matière et le mouvement sont des aspects de la cour¬ 
bure d’Univers.... La loi de gravitation (la loi dans le vide) n’est 
pas une loi, si l’on entend par ce mot une limitation de la manière 
dont peut se comporter le substratum universel; ce n’est simple¬ 
ment qu’une définition du vide. Nous n’avons pas besoin de consi¬ 
dérer la matière comme une entité étrangère, cause de perturbations 
dans le champ de gravitation ; la perturbation, c’est la matière 
elle-même. » 

Le rôle primordial est donc attribué à l’Espace-Temps, dont les 
divers éta.ts de structure nous apparaissent sous des aspects que 
nos sens distinguent les uns des autres, et auxquels nous avons 
donné les noms de vide , rayonnement , matière . 

Cette manière de voir est très séduisante par sa logique et sa 
simplicité. 

C’est un retour à l’hypothèse d’un « substratum universel », de 
l’éthcr par conséquent, mais combien cet éther est différent de 
celui des anciennes théories ! 

On avait admis autrefois que l’espace était rempli d’un milieu 
qui propageait la lumière par déformations élastiques, comme la 
matière propage le son. On avait été conduit à attribuer à l’éther 
des propriétés quasi matérielles. Cependant personne ne réussit à 
imaginer, avec un tel éther, un modèle mécanique capable de 
fournir une interprétation satisfaisante des lois du champ électro¬ 
magnétique. Comme dit Einstein ( ‘ ), ce les lois étaient claires et 
simples, les interprétations mécaniques lourdes et contradictoires ». 

Avec Hertz, la matière apparaît non seulement comme substratum 
des propriétés mécaniques, mais comme substratum de champs 
électromagnétiques. Mais les champs électromagnétiques se mani¬ 
festant aussi dans le vide, l’éther lui aussi apparaît comme sub¬ 
stratum de champs électromagnétiques. Il n’y a plus guère de 
distinction entre la matière et l’éther, doués tous deux à la fois de 
propriétés mécaniques et de propriétés électromagnétiques. 

( l ) À. Einstèin, L'éther et la théorie de la relativité. Traduction française 
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Lorentz réalisa un progrès considérable en « dépouillant l'éther » 
de ses propriétés mécaniques et la matière de ses propriétés élec¬ 
tromagnétiques. Non seulement dans l’espace vide, mais aussi à 
l’intérieur de la matière, l’éther seul est le siège des champs élec¬ 
tromagnétiques )> (Einstein). Les particules élémentaires qui 
composent la matière sont seules capables de se mouvoir; leurs 
mouvements constituent les courants de convection. Lorentz 


réussit à représenter toute action électromagnétique par les équa¬ 
tions des champs dans le vide, établies par Maxwell, en ajoutant 
simplement le courant de convection au courant de déplacement 


(n° 38 , éq. 21-8). 

On peut dire, avec Einstein, que l’immobilité est la seule pro¬ 
priété mécanique que Lorenlz ait laissée à l’éther. 

La théorie de la relativité restreinte a enlevé à l’éther cette 


dernière propriété. Si l’éther immobile existe, un système de 
référence qui lui est lié n’a aucune propriété particulière, ne se 
distingue en rien d’un autre système en mouvement non accéléré. 
L'éther n’a donc plus aucune propriété mécanique. L’hypothèse 
de son existence n’est pas nécessaire, car on peut admettre que 
les champs électromagnétiques ne représentent pas l’état d’un 
milieu substantiel, qu’ils sont des réalités irréductibles à quelque 
chose de plus simple, réalités qui ne sont liées à aucun substratum, 
de même que les électrons. Comme la matière, en effet, le rayon¬ 
nement est doué de quantité de mouvement el transporte de 
l’énergie. 


Mais ceci est le point de vue de la relativité restreinte : la rela¬ 


tivité généralisée nous montre que, dans la négation absolue de 
l’existence de l’éther, il y a un danger : celui de faire croire que 


l’espace vide est dénué de toute propriété physique. Tant què le 
principe de relativité avait été restreint au mouvement de transla¬ 
tion uniforme, on pouvait le penser; cependant la réalité de l’acçé- 
lération et de la rotation n’est pas d’accord avec cette conception, 


et la relativité généralisée établit nettement que Vespace vide de 
matière n’est pas amorphe. La théorie de la relativité ramène la 
mécanique et la physique à la géométrie riemannicnne, et prouve 
que l’Univers possède des propriétés métriques en relation avec la 
matière présente ou la matière avoisinante. Ces propriétés sont 
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dix potentiels de gravitation et aussi, comme nous le verrons 
bientôt, par les valeurs des quatre potentiels du champ électro¬ 
magnétique. 

On doit donc, aussi bien dans l'hypothèse cosmologique 
d’Einstein que dans celle de de Sitter, écarter la conception que 
l’espace serait physiquement vide, au sens du néant absolu; il faut, 
non pas supprimer l'éther, mais donner une forme nouvelle à la 
notion du substratum universel : l 7 éllier de la relativité n’a rien de 
commun avec l'éther de la théorie de Fresnel (*) : c’est « un 
milieu privé de toutes les propriétés mécaniques et cinématiques, 
mais qui détermine les phénomènes mécaniques et électromagné¬ 
tiques » (Einstein). 

D’après les idées actuelles d’Einstein, l’éther « détermine les 
relations métriques dans le continuum spatio-temporel, par 
exemple les possibilités de configuration des "corps solides aussi 
bien que les champs de gravitation ; mais nous ne sa’sons pas s'il 
joue un rôle essentiel dans la formation des particules élémentaires 
de l'électricité qui constituent la matière ». 

Cependant, les deux extensions successives de la théorie 
d’Einstein, dues à W eyl et à Eddington (dont noirs parlerons au 
Chapitre suivant), paraissent apporter une réponse à cette dernière 
question, celle de la formation des électrons. Grâce à l’union, en 
une géométrie unique, du champ de gravitation et du champ élec¬ 
tromagnétique, on conçoit que l’électron puisse être un état 
particulier de la structure d’Univers, de l’éther au sens qu’on doit 
attribuer aujourd’hui à ce mol. 

En résumé, l’espace possède des propriétés physiques, et l'on 
peut exprimer ce fait en disant qu’un a éther » existe. Mais » cet 
éther ne doit pas être conçu comme étant doué de la propriété qui 
caractérise les milieux pondérables, c’est-à-dire comme constitué 
de parties pouvant être suivies dans le temps : la notion de mou¬ 
vement ne doit pas lui être appliquée » (Einstein). 

On peut dire encore que l’éther est incapable de créer une 
division de l’Univers en espace et en temps {Eddington). 


( 1 ) II serait préférable, pour éviter toute confusion, de le désigner par un 
autre nom. Le mot éther évoque trop l’idée des anciennes théories. 
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UNION DU CHAMP 

DE GRAVITATION ET DU CHAMP ÉLECTROMAGNÉTIQUE. 
GÉOMÉTRIES DE WEYL'ET D’EDDINGTON. 


115. Généralisation de la théorie d’Einstein. 


L’existence ries phénomènes électromagnétiques et les lois qui 
l<\s régissent s’accordent parfaitement avec la théorie de la relati¬ 
vité; cette théorie a même pour origine la théorie de Maxwell dont 
elle est la suite nécessaire (n° 16 ). Cependant, dans ce qui précède, 
le champ de gravi talion et le champ électromagnétique sont com¬ 
plètement séparés en ce sens que l’électricité n’est pas rattachée à 
une propriété géométrique de la structure d’Univers, cette struc¬ 
ture étant entière me ni représentée par les dix potentiels de gravi¬ 
tation g u . r La loi de la gravitation, aux points où se trouve de 
l’énergie électromagnétique, s’exprime bien par l’égalité d’un ten- 
smr de courbure cl du tenseur d'énergie électromagnétique, mais 
il u’rn reste pas moins vrai que ce sont toujours les valeurs des 
potentiels g lJV qui expriment seules explicitement les propriétés 
géométriques de l’Espace-Temps. 

Ce serait un grand progrès si Ton pouvait unir, dans une même 
géométrie, le champ de gravitation et le champ électromagnétique. 
Celle fusion a été réalisée par H. Weyl (‘ ). 

Avant d’aborder les développements mathématiques, nous don¬ 
nerons une vue d’ensemble des idées qui conduisent à la générali¬ 
sation de la théorie d’Einstein. 

Procédant suivant la méthode qui a été si féconde dans le déve- 


( 1 ) lier lin. SUzung.sberidite , 3 o mai kjiS )Ann. cl. Phyaik, l. LIA, 1919, P- i<> i: 
Utuun , Zcit, Mu tarte (19:0). 
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loppcmenl progressif de la théorie de la relativité : supjmesston 
des axiomes et des restrictions non nécessaires , nous devons nous 
demander si nous n’aurions pas conservé jusqu'à présent une 
restriction que la raison n'impose pas a priori . 

Elléctiveinent, nous avons laissé subsister une hypothèse arbi¬ 
traire : nous avons admis qu'on peut tou jours, en des points d’t 'Hi¬ 
vers différents, emplover la même unité de mesure pour la com¬ 
paraison des intervalles. .V première vue, il ne paraît pas y avoir 
d'objection; en un point d'Lui vers A. nous définissons une unité 
de longueur en choisissant une règle étalon, règle qui peut aussi 
servir pour la mesure optique* du temps si nous prenons comme 
unité naturelle la \ilesse de la lumière; il semble donc qu’en trans¬ 
portant en un autre point d’L ni\ ers B une copie exacte de l'étalon 
choisi en V on puisse, en B, mesurer les intervalles élémentaires 
et faire la comparaison avec les intervalles mesurés en À. Sans 
doute, nous pouvons opérer de la sorte si deux copies exactes de 
rétalon , transportées de À en B par des chemins différents, sont 
toujours identiques iiu.point B : c'est ce que nous avons implicite¬ 
ment admis; peu importe d'ailleurs de savoir si l'unité ainsi définie 
en B est réellement la même qu'en A — comme dit Eddington, 
c'est une question de pure métaphysique — ce qui nous intéresse, 
c’est de savoir si nous pouvons obtenir sans ambiguïté en B une 
longueur que nous considérerons, par définition, comme repré¬ 
sentant la même unité qu'au point A. 

Cependant, rien ne prouve, a priori , que deux copies exactes de 
l'étalon choisi au point A, transportées en B par des voies diffé¬ 
rentes et avec des orientations différentes, soient identiques en B; 
en d’autres termes, rien 11c prouve que la longueur soit intégrable, 
il y a donc là une restriction qu'il faut supprimer. 

Nous avons montré que le champ de gravitation correspond à 
la non-iiitégrabililé de la direction ( n° 74 ); de même la non-inté- 
grabilité de la longueur doit caractériser un champ d’une autre 
nature : ne serait-ce pas le champ électromagnétique? 

- Si nous abandonnons l’hypothèse de l’intégrabilité de la lon¬ 
gueur, il devient impossible de définir une unité valable en tous 
les points d’Univers; il faut définir une unité, un étalon exact en 
chaque point de l’Espacc-Temps ; nous appellerons jauge 
l’unité d'intervalle choisie en chaque point d’Univers. De même 
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que le système <!e coordonnées est arbitraire, le système de 
jauges est arbitraire; il faut, dans le cas le j>1 as général, 
diviser F Univers en cellules quadridimensionnelles par un système 
quelconque de coordonnées, et dans eliaque cellule infiniment 
petite adopter une jauge. Les jauges sont seulement soumises à la 
condition qu'en deux cellules infiniment voisines les jauges soient 
inliniment peu différentes, ce qui est possible car l’ambiguïté dis¬ 
paraît à la limite pour un déplacement inliniment. petit. Dans la 
théorie primitive, où les jauges étaient supposées les mêmes par- 
lout, dix mesures d’intervalles ds autour d’un point permettaient 
de ([«‘terminer les dix potentiels g uri correspondant au système de 
coordonnées employé, e’esl-à-dire permettaient de décrire* h.* champ 
de gravitation ; dans la théorie plus générale, quatorze mesures 
vont être nécessaires, comme nous allons le montrer, pour déter¬ 
miner les dix g uv et quatre a potentiels » supplémentaires qui 
paraissent bien correspondre aux composantes du quadrivecteur 
p o t« * n t i e 1 é 1 e c t r o m a gn é t i q u e. 

Ce sont les quatorze potentiels et cp fJ qui définissent la géo¬ 
métrie du système de coordonnées et du système de jauges choisis, 
et qui contiennent en eux la structure de l’Espace-Tomps. 


116. La géométrie de Weyl. 


Faisons décrire 
un contour fermé 
d S'" 7 ; d’après ( "-1 


à un vecteur A a , par déplacement parallèle , 
infiniment, polit, limitant l'élément de surface 
\ ) sa \ arialion est ( 1 ) 


( I-'lS ) 


= 


i l'uvcAj 11 $™= - 
1 ‘ ‘A 


WpAP elS'"*. 


Comme R,,.,™ fst symétrique gauche par rapport à u. el p (n° 73 ), 
nous avons 

A'J- cl : Au.= -aluvcroAV-A?r/S^= o, 


ce qui prouve que < 7 A a est orthogonal à A a ; la longueur généra - 


( l ) t ,» 1 facteur - e>l introduit à 
*> 

fois chacune des composantes du 

et R ;MW? A* rfS*® = A? tfS~. 


t*aus«* de 
tenseur 


la sommation qui fait écrire dru*. 
c/S va ; <>n a en e(f«*t dS' /fT = — dS™ 
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Usée du vecteur n a donc pets changé (n° 67 ); sa direction seule 
a varié. Ainsi la restriction admise a priori dans la géométrie 
d'Einstein est que, par déplacement parallèle (c’est-à-dire tel que 
Af J-v = o le long du parcours), la longueur généralisée d’un vec¬ 
teur A a se conserve toujours, alors que la direction de ce \ecteur 
change lorsque l Espace-Temps n’est pas euclidien (R^p o ). 

Supprimons celte restriction : il faut remplacer R^,^ par'un 
tenseur d’un ty pe plus général *Ru. V(7p . Ce tenseur peut cire 
décomposé en une somme de deux tenseurs B^ V(7p et E^p, le pre¬ 
mier symétrique gauche, le second symétrique en p et c : il suffit 
en effet de poser 

( B H . v<7 p=: ( *Rij.v(jp — "BpvrrpJ (symétrique gauche en jjl et p), 

( '2 - ! S ) • “ 

/ Bu.v<70= ~ 'Bu.v—p -H (symétrique en p. et p). 

On p< k ul donc écrire au lieu de (i-iS) 


5-iH) et\u= ~( Bjj.vrrp-h Fjj v ^p )Ap^S vr7 . 


La \arialion devant être annulée quand le circuit est détail une 
seconde fois, mais en sens inverse du premier parcours, le ten¬ 
seur *R avi7 p et par suite les tenseurs B^p et lAvcrr, doi\enl (Hre 
symétriques gauches en a etc-. 

Soit l la Ion g u eur généralisée de A fX , on a 

( / H— cil )“ = ( A p> —{— dA.pé) ( A H* H— dkV- ) 

A ij^ A I** 1 —{— A d\ ^ —1~ A d\ P* 

— /~ — f" 2 A H' d A u. 

ou, d’après (o-i <S ), 

C4-nSj > l dl = *FW^pA^Ap^/S'^ = F^vrrp AP-Ap d$'^ : 

car Bp.vo-0 étant symétrique gauche en p. et o, 

Bavorp AP'Ap dS ' J>7 — o. 

Ici, Weyl a adopté une limitation. 11 a supposé : 

i° Que F^ V(7 p est décomposable en un produit p F v ^; 

2° Que F vff est le rotationnel d’un vecteur. 
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D’après la première condition, (J-iS) devient 


C> T T 

ü I 3 


» l dl = F^(g - V . 9 XV- A? t d S-'*= F v ,/î dS™. 


(5-i8) 


dl i 

-r = - F vo - 
i % 


la variation de long ueur est donc proportionnelle à la long ueur 
et indépendante de Ici direction du vecteur. 

La variation d un \ecteur qui décrit un contour fermé devant 
être déterminée par le contour lui-même, les différentes surfaces 
limitées p a r ce contour doivent conduire à une même \ aleur 
de oAp,; l’intégrale de surface doit alors porter sur un rotationnel, 
d'où la seconde condition de Wevl. 

La raison de la limitation de W eyl est la suivante. Supposons 
qu un vecteur nul soit transporté de A à B. D’après ( 5 -1S ) sa 
longueur reste nulle quel que soit le chemin suivi; la longueur 
nulle est donc quelque chose d’absolu, et une perturbation lumi¬ 
neuse a une trajectoire bien définie, celle dont l'inter\aile est 
constamment nul. Au contraire, d’après la formule générale (4-iS), 
il n’existe pas de moyen unique permettant de définir en B un 
intervalle nul, et l’on se demande comment se propagera une per¬ 
turbation lumineuse émise en B. 

Soit une règle extrêmement courte, de longueur généralisée /; 
déplaçons-la de quantités infiniment petites dx K , dx*. c/x 3 , clx>, ; 
puisque K VG - est le rotationnel d’un vecteur, nous pomons écrire 


( (3-i 8 ) 


dl 


= o ! dx [ -i- ç 2 dx., ~T— dx> ~ ç-, dx’, 


dx . 


Les étant quatre fonctions de point, composantes d’un \ ecteur 

d’Uni\ers, qui ne sont déterminées qu'à des fonctions près , 

telles que c o^dxa soit une diff érentielle totale. 

* 1 

11 est vrai que -j doit dépendre de l’ordre dans lequel on 

effectue les déplacements, mais cette variation avec 1 ordre des 

, , . . . , dl 

déplacements est infiniment petite par rapport a — ? parce que 

l’ambiguïté provenant de la différence entre deux règles, primiti- 
\ ornent identiques en un point, transportées par des chemins 
différents en un autre point, doit disparaître à la limite quand les 
positions initiale et finale sont infiniment voisines et les chemins 
suivis infiniment petits. 
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Celle expression (6-18) de ~ esl analogue à l'expression de e/5-, 

mais c’est une forme linéaire au lieu d’une forme quadratique a\ec 
quatre fondions au lieu des dix fonctions 

Nous raisonnerons pour les comme pour les g 11v ; les gq xv 
dépendent de la structure de l’Espaee-Temps et du système de 
coordonnées ; les cp (J dépendent aussi d’une propriété intrinsèque de 
l’Espaee-Temps et du système .de jauges employé. De même que 
les g' av 11e peuvent pas prendre des valeurs complètement arbitraires 
par un choix convenable de coordonnées ( c’est ce qu’exprime la 
loi de la gravitation), de même les cp^ doivent remplir une condition 
bien déterminée — doivent obéira une loi — puisque ces potentiels 
dépendent d’une propriété intrinsèque de l’Lnivers qui reste inal¬ 
térée par un changement du système de jauges. 

D’après ((]-1 8 ) nom avons par intégration 

/ r ,J 

(7-18) Log ■ ~ — 9 j cLv[ -+- «2 f ér- 2 -h ç :î dx :i -h 9-, c/.r-. 

M> « b 

La longueur /, après un parcours entre A et B, sera indépen¬ 
dante du chemin suivi si 


9 j dx 1 —1 


■2 o dx .> -H z> 
\ -* — » 


dr ? , -r- 9.' dx v 


est une différentielle totale; 


c’est-à-dire si le rotationnel des 


est nul 
(8-18 1 


é'fi j. dz> v ,, 

-T —- —■ = ° 011 rij.v= O (et 1 pj.vcro = O). 

()X v 0Xtj 4 ' 1 


Faisons maintenant Vhypothèse que les y, x représentent le 
quaclrivecLeur potentiel électromapne'tique ; l’annulation du 
rotationnel exprime, d'après le premier groupe des équations de 
Maxwell généralisées ( ij-ïo), que les forces électriques et magné¬ 
tiques F av sont milles : la condition d’intégrabililé de la longueur 
ou la condition pour qu’on puisse comparer directement deux 
intervalles en deux points éloignés À et B est donc qu’on puisse 
passer de A à B sans rencontrer de champ électromagnétique. Si 
cette condition est réalisée, la géométrie précédemment exposée 
est suffisante : la structure de l’Espace-Temps est exprimée par 
les g, xv . S’il y a champ électromagnétique, cette structure est 
exprimée par quatorze potentiels : les dix qui décrivent les 
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propriétés gravi fi q lies et les cjualre qui d écrivent les propriétés 
éle e t r u m a g né tiques. 

La loi à laquelle doivent obéir les est toute trouvée : c’est la 
loi du champ électromagnétique exprimée sous foi'me lensoriellc 
par la généralisation des équations de Maxwell ( i ”-i 5 ). L'union do 
cette loi et de la loi de la gravitation constitue la loi générale de 1 la 
structure d'Univers ; la géométrie des g w et celle des cp (J . sont 
maintenant unies en une seule et même géométrie. 

Puisque les cp (J ne sont déterminés qu'à des fonctions prés, 
telles que 'g L dx Ui soit une différentielle totale, on peut ajouter au 
second membre de i“-i8) une fonction de point complètement 
arbitraire, ce qui exprime précisément l'indétermination du 
système de jaugea. Quant au rotationnel E av , il reste le même 


m 


aigre cette indétermination puisque les 


é.?\, <)xn 


ot mi nuis 


cela signifie que les forces électriques et magnétiques sont indé¬ 
pendantes du système de jauges. 

fsous avons montré que la quadruple indétermination des coor¬ 
données conduit nécessairement à quatre identités, d'où résulte 
la conservation d e L i m pu 1 s i o 11 -é ne r g i e. De même, F indétermination 
du système de jauges doit avoir pour conséquence une loi supplé¬ 
mentaire de conservation ; nous connaissons celte loi : elle 
exprime la conservation de l'électricité ( n° iML). 

Ainsi, il est tout à fait raisonnable de penser (pie la non-inlc- 
grabible des longueurs o>t caractéristique du champ électro¬ 
magnétique, car précisément la suppression de la restriction 
illogique qui avait été conservée nous donne les quatre quan¬ 
tités dont nous avons besoin pou r définir complètement Fêtai 
de FEs pace-Temps en chaque point. 11 est difficile de ne voir 
cj IV une coïncidence dans un pareil résultat. 

M ais \\ eyl a encore conservé une restriction, puisqu’il a admis 
que la variation de la longueur ("généralisée) ne dépend que du 
parcours suivi et qu’elle est indépendante de la manière dont a été 
fait le transport sur un même parcours. Nous avons dit qu'il a cru 
celle condition nécessaire parce que sa suppression soulevait 
une grosse difficulté pour attribuer à la lumière une. trajectoire 
définie. 

.Eddington a fait tomber la restriction de Wcyl, la dernière qui 
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subsistait. Dans la théorie d’Eddington, T Univers n'est assujetti 
qu’à la condition, évidemmenl nécessaire, de posséder une struc¬ 
ture géométrique ; il parait impossible de réduire da\ an l âge les 
hypothèses : c’est le moins qu’on puisse supposer. 


117. Théorie géométrique de PUnivers (Eddiagton). 


Prendre un système de coordonnées signifie choisir quatre 
familles d’espaces pour diviser en cellules l’Univers quadridi- 
mensionnel; dans chacune de ces familles, chaque espace peut être 
caractérisé par un nombre (c’est, en somme, faire un numéro¬ 
tage). 11 résulte de là qiéun déplacement dx^ est un exemple 
simple de vecteur absolu, car les différences de coordonnées 
s’expriment par des nombi'cs purs, indépendants de tout système 
de jauges. 

Soit A !J ‘ un vecteur* absolu représentant un déplacement infini¬ 
ment petit au point d’L ni\ ers P. Si nous voulons que 1 1 nivers 
ait une structure géométrique, il faut admettre qu'en un point P' 
infiniment voisin de P nous pouvons trouver un déplacement 
équi\aient à À !X ; ce déplacement n’est pas À”*, car (comme au 
n° 70) il faut tenir compte d’une pseudo-variation de A !X attri¬ 
buable au caractère curviligne des coordonnées, meme si le 
vecteur est déplacé « sans variation absolue » ou c< par déplacement 
parallèle ». Pour un déplacement dx v infiniment petit du vec¬ 
teur' A ;J -, la pseudo-variation peut être limitée à une expression 
linéaire, parce que A' 1 et dx v sont infiniment petits. Dans la théorie 
d’Einstein, cette pseudo-variation a pour expression (n° 7(D 


ici, le symbole de G bris Lof Tel doit être remplacé par une fonction 
à trois indices que nous préciserons plus loin, et que nous dési¬ 
gnerons par rÿ a ; cette fonction n’est pas nécessairement un 
tenseur. La pseudo-variation s’écrit 


(9-18 i 


- rf a A«, 
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cl, pur déplacement parallèle, on a 

( «o-1 8 , d\[J. -f- rf a A* dx v = o. 

P' P\ 
dx v J j 

P d^r X Pi 

A a étant un déplacement infiniment petit PP< = ch\. qui par 
déplacement parallèle devient P'P', la condition pour qifon 
arrive au même point P 2 en interchangeant les deux déplacements 
<r/.T a , dx.j est 

jj* 

i va — i av• 

La symétrie en v et a de rÿ a est la condition pour que la géométrie 
soit « affine ; elle exprime que T Univers possède en chaque point 
un Univers euclidien tangent. 


Le tenseur de Riemann-C hristojfe l généralisé. — Faisons 
maintenant décrire au vecteur Ad* un circuit fermé très petit, paï- 
déplacement parallèle ; nous pouvons répéter identiquement les 
calculs du n° 74, en remplaçant les symboles de Ch ri s to fiel par 
les F, et nous obtenons, au lieu de ( o-i {). 


( 11 -1 <s ) 

en posant 
fr> -1 <s > 


oA! J - 


irr 


RLc A? d$'"ï. 


K 


f* 

O'J'T 


ü.r., 


i 1 ! J - 
i tj ^ 


t),T 


J vo “P 1 va t — t «t v 


l'' ! A 




Faire à laquelle s'étend f intégrale double doit être très petite, 
car le vecteur A 1X n’est défini que sur le contour; toute ambiguïté 
est évitée si Y aire est infiniment petite et Ton a 

O 3-i S j c/Aî J '= — * KpvT A ? û?S v7 , 

2 1 


d A x est un vecteur, car c’est la variation de A^ quand on est 
revenu au point de départ, Ap est un vecteur, 

dS''*(= — <r/S vcr = dx,j dxrj) 

est un tenseur, par conséquent *R^ vcr est un tenseur, et c’est un 
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tenseur absolu , car nous if avons eu à faire i nier venir aucun sys- 
lème de jauges. 

Ce lenseur esl la généralisation du tenseur de Pdemann-Chris- 
lolïél. les symboless de CliristofFel étant remplacés par les F. 

Contractons nous obtenons la généralisation du ten¬ 

seur 11 v , 


( 14 - 18 


Rev 


■R™* = 


,,or 


dj\ 


üx 


r 

1 '*? 


p 'T P 'T p OC 

I va 1 <70 — 1 cra * vp • 


Cos Jeux tenseurs absolus *R^ V)3 . et *R SV traduisent les pro¬ 
priétés intrinsèques du continuum. On n'en eoit pas d'autres 
qui jouissent des mêmes propriétés . 

Pour introduire les p- il nous faut adopter un système de 
jauges quelconque, mais défini. Nous définissons la longueur l 
d’un déplacement A. [L par 

iij-iSi /- — A P- \ 7 , 


Z 2 es t un lu va riant à 1 égard du système de coordonnées ; go., esl 
un lenseur symétrique. 

I n s\sterne de coordonnées élant adopté, les A !1 sont des 
nombres pur>. mais l- dépend, par les du système de jauges. 

La longueur ifesl donc pas un im arianl absolu ; (‘ est une eon- 
\ en lion purcmenl géoniél nque et non une notion physique. 
Imprimons à A ,; ‘ un déplacement parallèle le long de dx a , nous 
axons 


(iG-lX) d(b 


' ds'uv . t 4 OW- t UÀ 7 , , 

-A l J ‘ A 7 -t- goxv A 7 - 7 --f- goj.v A ! J - -— dx a 


x ÜX tj 

d&'j.') 


üx, 


<)x< 


c l t . ^ A'*aAVa— ^[j-alYv ) A! J -A 7 dx f7 [d apres ( 10 - 18 )] 


iOC \ 


ou, en cernant 
11 7~ 18 ,) d[l-) = 


p _ ., y. 

1 — s av 1 : 

é.g'av 


dX <7 


l ffu.v — JYv.u. ) Ai x A 7 d.Vr;. 


Puisque d(J- ) esl un i mariant (à f égard du système de coor¬ 
données), la quantité cuire parenthèses est un tenseur; désignons 
eeliu-ei par ^'fu. V}ty (symétrique en p. et v) 


OXfj 


r 


<7U,V 


V 


tj'i , [J- « 


‘i '■p[J.V ,G 


« Il \p. \\ m. 
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î) 


u mumu 


ds'uc 


f ÿ|J,C,V r ~~ - 

o.r v 

” ï V!j-,C 

„ dsVC 


Vvc.u. — , 

é.r a 

“ Ltj.Vj'T 


I) 


<• (V.s trois (lumières èqual ions on déduit étant symétrique 


ru y. et j 


1 l ‘) i X I î ;j,y t a *- 


I /ds[ j.rr <),A'\r7 N 


•a \ (K r 


tir 


()æ f 


yu.a\v — r' v ' 7 '! J ' 'f [xv.'T- 


< ISOIIS 


( 7 ,o—I S) ^7.7,7 — ^av.rr— ^parr.v— l y'v' 7 ) u.* 

S r^i un I msmr m mél nquu un p. cl v; nous obtenons 


i 7 ï 1 S I 


7 -V ,C 


JJ.V 




ut, (ni posant 


( • > ■ * i s 


■» i l X I 


S f J.v ,*T - ~ A'(7T S|J.V , 

■ - _ ^ I . s - _ 7 

’j v - , : ~t“ o u.v - ~ 


T \ 


Le syndnde de ( 'hristo ffel généralisé L;y, ou *] est inea- 

‘ ‘‘ ( z ) 

riant à Lè^tU'd du système de jauges^ uni* lus T oui été inlro- 
< i ni I s sms que eu s\sterne in I ervien ne ( ( )- i S ). 7 Vu contraire le 
tenseu r o tr , r , n Vsl pas absolu, car d ( /- ) dépend dr la j a u . 

Si nous prenons pour 'A tJV 0 1<‘ produit d<‘ ;*, JV par un voulu u r. 
u < » u ^ (ililcmms la ^‘(iinclnu du \ V e \ l, mais, a\uu Kddinj»! on, nous 
supprimons urllu rcsî nchoii. 

Nous pou\ ous mai ni ma ni, d'après ( ■>..>-1 (S ), exprimer le tenseur 


do niumaun < Ji rist ollel généralise 


0 


1 ) , f, -- ,, 

S/ _ „__ S‘ 

tir 


/ 0 / , _ 

u.v«7 l ~ ".'i S. ’ ‘ ’uor .1 .. ‘ ’!J.v 


JJ. 7 


fir v 


Lp , \ v7 - I 
x pva -, 'l - iSj-o- 


1/ cf _0' / (c^ , sfs ^—sp s“, 

/ 7. j ' 7a * jf 0 | ‘ v "•va^! J - a k '~a • 


Lus sj\ tenues qui suivrai Imj.vo- S(k réduisent à la diiïérenee des 
drri\ uus uo\ arianlus ( 1 j.cr v ^ ^ ^îj,v 7 ^^ (loue 

{ s ( L rj ) v — ( N S p v ) (J -+“ s Ça S \L<J ~ s Ca $ !*v • 


t » i ! S ) 


7j vc • 1 'u.vc 
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alise contracté s'écrit 
= Rfj.v *4- 2 ^ l J/ ' }< 7 ~4— S fj,j' — CD* S[j , v 5 


3jj. = cp,j. v = dérivée cov. de <p»j.. 

re *R a pour expression 

= R -H •>, cplj -h H- Sva.fs S v 3* a -H 2 cp a X a , 


A;j. = S(7,[J.* 

icr que 2 <p rj . et —A,j. sont des vecteurs différents; 
cupe une des places symétriques, ce qui n’a pas 


— Srrü. et —Àu.— y a ^Sao-,u.— S or,[J.* 

n de *R, J<V , tous les termes sont symétriques en a 
écrivons 

2 9 u.v — ( 9 u.v *4- 9 vu.) "+“ ( 5 ;j.v — 9 v ;j. ) v 
Swwîtriqae. S\ mi'iriquc 

gauche. 


* R IJ.'y B U.V -4“ F (J,*; . 

seur symétrique et F, xv étant le tenseur symétrique 


F 


U.V 


Ÿ U.V 


9 vu. — 


dy ;j . 

ôx* t 


à'f v 

dx,j. 


R 


u.v 


*R. 


V !J. 


F,v 


R 


u.v 


R. 


i ! J. 


's absolus. 

R xv7S se divise de meme on deux tenseurs (voir 


R 


U.V T G 


B 


[J-vcrp 


- 4 - F 


U.V Ç,T- 
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B,j.vrrp étant symétrique gauche et F [J/;T;S symétrique en p. et p ; ils 
sont tous deux symétriques gauches en v et cr. 

La variation d’un vecteur se trouve ainsi mise sous la forme pré¬ 
cédemment donnée ( 3 -i 8 ), et si L est la longueur généralisée du 
vecteur, on a, [>ar déplacement parallèle le long d'un contour 
infiniment petit limitant l’élément de surface cl S v<7 , l’éq nation ( i-i 8) 

9 Jdl = Frj.v/jp AF-AP c/S'" 7 . 

On peut vérifier que 

(04-18 1 Fp.vo-p = )<r — (üu.fj'fj K- 

Ou doit remarquer que ni *B. (J . V(7 p? ni ni L [J-Vf70 ne sont des 

tenseurs absolus, car les g [VJ doivent intervenir pour abaisser 
l’indice p. Le scalaire *R n’est j>as non plus un invariant absolu. 


r fenseurs absolus et co-tensou/'s. — On voit, par ce qui pré¬ 
cède, qu’il faut distinguer les tenseurs absolus indépendants de 
tout système de jauges et les tenseurs qui varient avec les jauges 
(pour un même système de coordonnées, c'est-à-dire pour une 
même division de l’Espace-Temps en cellules qnadridimension- 
nelles i. 

Supposons qu’on ait adopté un système de coordonnées (rappe¬ 
lons que les ./y sont des nombres purs) et un système de jauges; 
nous avons, comme dans la théorie <I’E instein (d’après la défini¬ 
tion i o— i 8 ). 

fis- — g [lv dxa dx v . 

Conservant la même division en cellules (Je même s)slème de coor¬ 
données). changeons maintenant le système de jauges, et à cet 
(‘fiel divisons l’unité d’intervalle en chaque point d’Univers par 

une fonction de point (arbitraire) f n ] le nombre exprimant ds- 
esl multiplié par n. En accentuant les quantités mesurées avec les 
nouvelles jauges, nous avons 


D’où 


ds- = gf dxy. dj\, = n ds 2 = dxy. dx\. 

ng {J . v , g'V't = n - 1 g P , g' = n ’* g , 


,rf 

<r> IJ,'/ 


-e tenseur des est donc multiplie par/?, nous dirons qu’il 


j 21 


DEUXIÈME PARTIE. 


LA RELATIVITÉ GÉNÉRALISÉE. 


est de dimension i ; le tenseur des « îXV est multiplié par n~ 1 : il 
est de dimension — i ; le déterminant «•, multiplié par n '• est de 
dimension 4 - etc. Quand on fait passer un indice de bas eu 
haut ou de haut en bas, on diminue ou l’on augmente d’une unité 
la dimension d’un tenseur. 

Ainsi, un tenseur a pour dimension l'exposant de la puissance 
de n par laquelle il est multiplié dans un changement de toutes les 

jauges, celles-ci étant divisées par \/n. Les tenseurs absolus sont 
de dimension* zéro; les tenseurs dont la dimension n’est pas nulle 
sont appelés co-tenseurs. 

Les tenseurs 

* h u.v n i * R txv 7 . B u.v 3 ^ ;xv 


sont, comme nous l’avons vu. des tenseurs absolus. 
Les tenseurs 


* r > p 

1 ‘[J.V'TJO l ' > U.V'7p, 


F 


U.'JTÇ, 


sont des co-tenseurs de dimension -f- i. 


Invariants absolus et co-invariants. — On distingue rie mémo 
les invariants absolus, indépendants de tout système de jauges 
( dimension zéro'), et les eo-in\ariants dont la dimension est repré¬ 
sentée par l’exposant de la puissance de n par laquelle il faut les 

multiplier quand les jauges unités sont divisées par \/ n. 

Proposons-nous de chercher les invariants absolus. 

il n’existe pas de fonction invariante absolue des potentiels, mais 
011 peut trouver des densités invariantes absolues. 

y f —« est de dimension -f- 2; par conséquent en multipliant — g' 
par des co-in\ariants de dimension — 2 nous formons de* densités 
invariantes de dimension zéro, c’est-à-dire indépendantes du sys¬ 
tème de jauges. Les expressions suivantes sont donc des densités 
invariantes absolues : 


(* Ri 2 / 


V’ 


R 


(XV <7 


R 


u.v O- 


/■ 


F (Av /- 


11 existe deux autres densités invariantes absolues basées sur le 
tenseur fondamental du sixième ordre; elles sont d’ailleurs iden¬ 
tiques entre elles : 


.s' a ?(*b)aev /: 


* 5 


é , [J |i iÿ va ( *R [AV ) a ^ v / 


•T? 7 
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il y a peut-être encore une autre densité invariante absolue déri\ée 
d<“ *Rp.v<jpaj3- 

Ainsi le nombre des caractères d’Uimers dislincts dont ie^-com¬ 
binaisons peinent s'exprimer par des nombres purs : indépendants 
de tout système de coordonnées et de jauges, est très restreint et 
ne paraît pas dépasser 6. 

Wevl a fait remarquer que c'est seulement dans un Univers et 
nombre pair de dimensions ( ! ) que les tenseurs fondamentaux 
donnent naissance à des densités invariantes absolues. Ln 
invariant a, en effet, toujours une dimension représentée par un 
nombre entier; or une densité invariante absolue s'obtient en 
multipliant une puissance convenable de l'invariant par y — g’ ; 

— "‘ayant pour dimension ^ dans un Lui \ ers à p dimensions, 

le produit obtenu ne pourra être de dimension zéro que si p est 
pair. 

Un Univers à nombre impair de dimensions n’aurait aucun 
caractère absolu et nous ne saurions l'imaginer. 

En plus des densités invariantes absolues, qui sont des caracté¬ 
ristiques absolues de l’Lnivers en chaque point, nous pouvons 
former un invariant absolu simple lié à un déplacement A !J ' ( di¬ 
mension zéro) : 

(HV-iS) Mtjiv AH-A v . 

Après celui-ci, l’invariant le moins compliqué est 

* 1 i s. v A v à>‘ A". 

Sans doute,, d'autres combinaisons pourraient être imaginées, 
mais elles seraient très compliquées. 


118. Théorie physique de FUnivers. Identification phy¬ 
sique des tenseurs, vecteurs et invariants de la théorie 
géométrique (Eddington). 


Le système de jauges naturel. — Soit A^tin déplacement infi- 


(') Il rsi a peine besoin de faire remarquer que le mot « dimension » est 
employé dans deux sens absolument dilïéreiUs selon qu'il s'agit des dimensions 
de l'Univers ou de ce qui vient d'etre appelé dimension d’un tenseur. 
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ni ment petit en an point d’Univers ; c’est un nombre pur (dimen¬ 
sion zéro), et nous avons défini sa longueur par 

/ 2 = ^.j, v iVH-A v ('dimension i), 

mais cette longueur n’est invariante que par rapport au système de 
coordonnées. 

Si nous voulons que les g [XV ne soient pas quelconques, qu’ils 
se trouvent contenus dans la géométrie de l’Uni\ers. en d’autres 
termes que la longueur cesse d’être une convention géométrique 
pour devenir une entité physique, il faut que /- soit un invariant 
absolu. 

Autrement dit : le minimum d’hypothèses qu’on puisse faire sur 
la structure d’Univers est qu’il existe des éléments objectifs (inter¬ 
valles) indépendants de ceux qui peuvent les observer (indépen¬ 
dants du système de coordonnées-jauges). 11 est donc naturel de 
chercher à représenter ces éléments absolus par des invariants 
absolus; dès lors, le carré de l’intervaile ds ' 1 = gq xv dx [Jâ dx v doit 
être identifié avec un inv a riant absolu quadratique, s’il y en a un. 
Précisément, nous venons de voir ( 35 -itt) qu’il en existe un et un 
seul dx a dx v ; nous posons donc 


d’ou 
(36-iy) 


ds- = £|j. v dx [L dxsj — - * it tj,v dxy, dx v = ^ l$u.v dx^. dx v , 

A A 

Brj.v = X^ Vî 


A étant une constante universelle (de dimension — i, puisque 
est de dimension i). Celte constante nous laisse libres d’adopter 
telle unité de longueur que nous voulons (centimètre, mètre, etc.) 
en un point d’Univers déterminé ; l’unité de temps est le temps 
dans lequel la lumière parcourt cette, unité de longueur, et par 
conséquent nous prenons pour unité la vitesse de la lumière. Ce; 
choix étant fait en un point, les jauges en tous les points d’Univers 
sont fixées par la condition ( 36 -18). 

La différence qui sépare B [JV du tenseur R [JV de la théorie 
d’Einstein provient des termes issus de ; nous verrons que ce 
tenseur cp£ v s’identifie av ec « quelque chose » d’électromagnétique. 
Plus le champ électromagnétique est faible, c’est-à-dire plus l’es¬ 
pace est vide, plus B (JV est voisin de R, J/; . Dans le vide complet, 
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l'équation fixant le système de jauges est 
( 3 7- î S ) U u.v — A y. v = o . 

C’est précisément la loi d’Einstein (10-17 ). Nous obtenons donc 
la loi de la gravitation dans le vide d’une façon absolument indé¬ 
pendante des considérations développées dans la théorie primi- 
1 ive. 

Ce résultat 110ns montre que, dans le vide, c’est-à-dire partout où 
il n’y a rien d’ « électromagnétique 0 l’Univers est jaugé, d'après 
Einstein, conformément à (07-1 S) : en transportant les étalons 
d’un point à un autre pour la comparaison des intenailes, on 
emploie le système de jauges naturel. 


Propagation de la lumière . — Une perturbation lumineuse 
issue d’un point occupe dans l’Univers un cône qui doit satisfaire 
une équation do la forme 

(08-18) a jj.v dry, dxv = o. 

Comme ce cône est bien déterminé et n’a aucun rapport avec un 
système quelconque de coordonnées ou de jauges, il est nécessaire 
(jne a UtV dx {j /lx v soit un invariant absolu, et par conséquent que 
soit un tenseur absolu. Ce ne peut être que a *R^ V où a est une 
fonction des coordonnées. O11 a donc, pour équation du cône lumi¬ 
neux , 

( 39-18 ) ce * H a V dx\x dæ u = « IV, dxa dx v = < >. 

Nous voyons que, dans la théorie d’Einstein où la propagation 
de la lumière s’exprime, par dx {X dx v = o, l’Univers est jaugé 
conformément à l’équation 


Nous avons le droit d’écrire cette équation partout où la lumière 
se propage, c’est-à-dire partout où il existe un Univers tangent, 
autrement dit en tout point, sauf à l’intérieur de l’électron si 
celui-ci est un point singulier, a pourrait être une fonction de 
point, mais la condition de jaugage dans le vide (37 -j H) ou la 
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i cîe la gravitation dans le vide — nous montre que 

i 

- = a = const. 

a 

Nous pouvons donc conclure que partout où la lumière peut sc 
propager, le jaugage employé dans la théorie d'Einstein est le jau- 
mme naturel. 

O O 

Ainsi Eddinglon a réussi à supprimer la difticulté qui avait con¬ 
duit YVcxl à poser F, XV(7 p = g' {J ^ F VG . de manière que la longueur 
nulle reste nulle quel que soit le déplacement. Dans la théorie 
d’Eddington, une longueur nulle peut ne pas rester nulle par dépla¬ 
cement parallèle, mais cette généralisation de la théorie n’apporte 
aucune ambiguïté pour la propagation de la lumière, parce que le 
cône lumineux est défini parla seule équation invariante absolue 
qu'on puisse former. La condition qui exprime que ce cône cor¬ 
respond à la longueur nulle, condition nécessaire pour que. la 
trajectoire du rayon lumineux nous apparaisse comme déterminée 
est précisément celle qui sert de base pour la détermination du 
système de jauges naturel. 

La courbure constante . — Avec le système de jauges naturel,, 
l'üni\ers possède une courbure constante; prenant les scalaires 
des de ux membres de (y>(j-i<S) on a, en effet 

(4 1-18 ) B = *R = 4X, 

qui dans le vide, devient R = ^ a. 

Il est bien évident que la constante a ne saurait être nulle, c’est- 
à-dire que les dimensions de l'Unix ers ne peuvent être infinies par 
rapport à nos systèmes de mesures, car il n'y aurait plus de système! 
de jauges naturel. Suivant les termes d’Eddington « il n’y aurait 
aucune jauge naturelle pour déterminer, par exemple, les dimen¬ 
sions d un électron; l’électron ne pourrait saxoir quelle grandeur 
il devrait prendre s’il n’avait plus de point de comparaison ». 

Nous sommes donc conduits, plus logiquement et plus directe¬ 
ment que dans la théorie primitive, à la conception de la courbure 
constante et de l’espace fini: L’Univers jaugé dans le système 
naturel est nécessairement à courbure ( *R) constante, puisque 
celte condition est imposée par colle qui détermine le système de 
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jauges. Cela revient à dire que le système naturel consiste à 
()cendre pour jauge en chaque point le rayon de courbure de l'Lni- 
\ors, ou encore ([ue tout instrument de mesure, tout objet est une 
portion déterminée et constante de Y Uni vers ; que tout électron 
doit av oir pour rayon une fraction constante du rayon de courbure 
d Univers au point où il se trouve. Si le rayon d 1 Univers changeait 
d’un point à l’autre — par rapport à un sur-étalon que nous ne 
saurions d'ailleurs imaginer — l’électron, nos instruments, nous- 
mêmes, tout changerait dans le meme rapport : par conséquent le 
rayon de courbure doit nous apparaître comme constant. Parle 
choix de notre système de jauges, nous forçons rUni\ers à pos¬ 
séder une courbure constante. 


Si l'on >e place, au point de vue de la théorie généralisée, et m 
r.Vsî *11 qu'on envisage comme « courbure », cette courbure est 
constante, non pas seulement dans le vide, mais partout . Si l'on 
conserve le point de vue de la théorie d’Einstein, en séparant le 
champ de gravitation et le champ électromagnétique, et appelant 
courbure le scalaire 1 R qui ne fait pas intervenir les S£ v , on doit 
élire que les électrons correspondent à des déformations locales; 
PU ni vers-apparaît comme déformé dans les régions où de la matière 
est présente, et c’est précisément cette déformation qui constitue 
la matière. L'électron devient, une région de forte courbure bien 
([ue, avec 4 , le système de jauges naturel, *R ait la meme valeur 
([lie dans le vide. Cela signifie que les SjU qui font différer 
l> av ( Ago JV ) de R, JV doivent être considérables dans l’électron, ce 
qui revient à dire que le champ électrique doit y être colossal. 


La matière et lèélectricité . — Après avoir identifié l'Espace- 
Temps, il nous faut identifier la « substance » qu’il contient, c’est- 
à-dire trouver des tenseurs géométriques qui correspondent aux 
tenseurs physiques par lesquels nous représentons les grandeurs 
que nous révèle l'expérience. Ces tenseurs géométriques n’ont pas 
besoin d'ètre des tenseurs absolus, car l’étude expérimentale des 


phénomènes suppose que nous utilisons le système de jauges 
naturel (aux faibles erreurs près dues à l’ambiguïté résultant de la 
îion-iiitégrabililé des longueurs ), et nous n’avons aucune raison de 
penser que toutes les lois de noire science doivent se conserver 
dans un système de jauges arbitraire. 
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LA RELATIVITE GENERALISEE. 


Le tenseur d'énergie et la loi de la gravitation. 


Désignons 


par T'ile lenseu v total d’énergie; ce tenseur doit vérifier la loi de 
conservation exprimée par T^ v — o; il faut donc l’identifier à un 
tenseur géométrique dont la divergence soit nulle, ici. il n’y a 
rien à changer à la théorie primitive, car la généralisation de 
W eyl-Eddington n’introduit pas de nom eau tenseur à divergence 
nulle qui pui.sse être adopté ( 1 ). On a donc, comme dans la 
théorie d’Einstein, 


( 4 î-i8 ) 


>/v 


' a * 1 


,/r 


a 


avec 


i > 

« ‘ U. 


ifi 


X 


V 
i r 

S- U J 


R' = W — 4 X, 


X est une constante qui n’est pas déterminée par la loi de conser¬ 
vation, mais qui e.st fixée par la condition que le tenseur Tj, dis¬ 
paraisse en l’absence de matière et de champ électromagnétique, ce 
<pii donne dans le vide 

R = 4 X, 

I î jj_ — X = O OU il u.v — X if ij.v = <>. 

D’après (d'j-iS), la constante A est la même que celle qui s'in¬ 
troduit dans la définition du système de jauges naturel et (pii est 

égale à 7 * R. 

b 4 


Le champ électromagnétique . — Le tenseur F, JV des forces 
électrique et magnétique (n° 97 ) doit satisfaire le premier groupe 
(1 5 -ï 5 ) des équations de Maxwell (généralisées) 


(43-i8) 


dF ;xv dF vff 0 Fcy. 

J — " ' — — |' Wi i — i ■ '■ 

<)æ q éxy, ()x v 


et ces équations deviennent des identités si lv, est le rotationnel 
d’un vecteur. Nous voyons donc qu’il n’y a qu’un tenseur géomé¬ 
trique que nous puissions identifier (à un facteur constant près) 
avec le tenseur des forces électriques et magnétiques: c’est celui 
que nous avons précisément désigné par dans la théorie géo- 




nVst pas identiquement 


nulle. 


P) La (li\ergenee de R v 
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métrique ( 3 1 -18 ). Le \ ecteur dont est le rotationnel, est 
le potentiel. 

C est bien la seule identification possible, car si I on identifiait 
le champ électromagnétique a\ ce le rotationnel de A,j. (28-18), le 
tenseur iondamentai F (J<V ne présenterait plus aucun caractère 
justifiant son existence ( 1 ). 


Le quadricecteur courant électrique. — Le \ ecteur densité 
de courant-densité de charge doit satisfaire à la loi expérimentale 
de conservat ion de l’électricité. 11 faut donc que J g = 0 ; cette 
(‘([nation devient une identité si J' J ' est la divergence d’un ten¬ 
seur symétrique gauche contre va riant ; nous sommes ainsi con¬ 
duits à ident ifier .1 J a\ ec la divergence de FR, 


Ces équations représentent, comme nous l’avons vu précédem¬ 
ment, le second groupe des équations de Maxwell. 

Eddington a donc réussi à-trouver les tenseurs géométriques 



| ^ 

Cij. = - S4jj.. Fav= rot. de cpu., Ju= di\. de FR, 


([ui, dans notre science expérimentale, se présentent à nous sous 
les aspects de tenseur d'impulsion et d’énergie, potentiel électro¬ 
magnétique (potentiel vecteur et potentiel scalaire de la théorie 
ancienne), champ électromagnétique, courant électrique (densité 
de courant et densité de charge de la théorie ancienne). 


Le problème de la matière . — Lorsque nous avons étudié le 
tenseur matériel, en supposant la matière continue, c’est-à-dire 
en l’envisageant sous l’aspect macroscopique, nous avons vu que 
le scalaire de ce tenseur représente la densité au repos. 

Nous avons montré, d’autre part, qu’il est impossible de cons¬ 
truire un électron et, par suite, de la matière à partir du champ 
électromagnétique seul, parce que le scalaire du tenseur d'énergie 


(*) Mais on ri<‘ \<>ii pas <v que représente physiquement A y.. 
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électromagnétique est nul ; on savait d’ailleurs déjà que l’électron 
ne pouvait exister qu’en admettant des forces de cohésion non 
maxwelliennes (pression de Poincaré). Ce sont ces faits qui ont 
conduit Einstein à modifier la loi de la gravitalion et à introduire 
le terme cosmologique —X^ av ( n ° 107 ). 

Admettons, pour un moment, la continuité dans la structure 
géométrique de PL ni vers. et partons de la loi de la gravitation, 
basée sur la conservation de Pim pulsion-énergie, 


45-i8; 


x T, 


R, 


( R — 2).) = 1 




I 


‘2 


<rV 

" U- 



1 


où T,j représente maintenant le tenseur total d'énergie; nous 
pouvons calculer le scalaire de ce tenseur; nous devrons consi¬ 
dérer ce scalaire comme représentant, en chaque point, la densité 
au repos de la substance; nous aurons ainsi P expression micros¬ 
copique de la densité au repos. 

D’après (20-18), y >0-18), (01-18). nous avons 


, Bij.v — H ij.' j -h Çij.v H - y v ;j. — ( 8 rj. v ) ^ 


SA S^jx— 2Cp a Sjïv. 


( 46— 1 h ) 15 av — Brj.v -f“ t ij,', 


h ’.J.'J 


à o tj. Oz>,j 


Nous pouvons écrire 
(47-18) Ihxv == B;j. v -f- ïly.v, 


à.r<j O.v 


U. 


(symétrique gauche). 


K = B = K H- 11 , 


avec 

{ 4 8— 18) H = Üp v -f- O v ^ ( S p.v ) 17 [s -XV S ^ÏJ. 2 O % S jjLV J, 

(49“^)* H ^ S a 'ô(^ -H 2 cp^ A*]. 

On a alors les relations 


( 5 o-i 8) 


x T = — H = K — R* 


| identique à (2 i-j y), car dans le système de jauges naturel, * Pi est 
la valeur de R dans le vide), et, en tenant compte de B, AV = 
(système naturel), 


(5i—i8) 




i 


2 


ft 

fl 


[J- 


H. 


Cette formule, se rapportant au tenseur S£ v , donne {'aspect 
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électrique du tenseur impulsion-énergie, par opposition avec 
( '}5-î<Sj qui en donne l’aspect gravitationnel. 

D’après (;>o-1 8) nous avons, pour expression de la densité de 
« substance » en chaque point dT ni vers, 


( 'V>-1,s ) 


H 

y. 


1 ( 2 ^ )*+ [S a ^s*r.f»+ - 20 *).*\). 


Rappelons que 




Çaj 3 ,y — 




rr. jt « 


La su hsUmcc apparaît ainsi comme une structure <ÎT ni ver s 
(pi on peut caractériser par un scalaire forme à partir des tenseurs 
géomél nques fondamentaux gu» { ou Î)j J jV puisque, dans le système 
de jauges naturel, B, J<V == À"^,) (‘t 'fu.v m v 

Vvec la restriction de Weyl, Il, xv et H prennent une forme 
beaucoup plus simple. Vdmettons que soit Je produit de g uv 
par un vecteur; pour avoir ( n(i-i<S), nous devons poser 


(53 iH) 


i 


V«.V,»T 


A'uv 9 <7 • 


Le calcul des différents termes de 11 m v et de II donne 


<53 iS) 


j t av = — ( üm v H~ ç v i;. ) H-,<V'u.v 9* H- y a 9 a ~ ?! J - ' 

v *> 4 ' 4 » ' » * W. v * * •> 1 k 4 


K = *H — îî = 3 


il est permis de se demander si les lorces de cohésion mysté¬ 
rieuses ( pressions de Poincaré) qui permettent l’existence de 
l'électron no seraient pas les Siÿ, qui, ajoutées aux composantes du 
champ de gravitation | [ à v |, constituent les forces, invariantes vis-à- 
vis de tout système de jauges, c’cst-à-dire absolues , * { j ( M 
( ad-iS). Toujours est-il que P union du tenseur de grav dation £y. v 
et du tenseur a d’électrieité » z> lv / a ( ou plus simplement, si Ton 
admet la restriction de Weyl, l’union du tenseur et du poten¬ 
tiel électromagnétique o, L ) suffit pour déterminer II, c’est-à-dire 


(') Il (*"1 à remarquer que 1rs S,j^ v constituent un tenseur, alors que lrs|' J Pj, 
* j Hà j ue sont pas les composantes d'un tenseur. 
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pour rendre compte de l’existence des électrons et de la matière, 
alors que le champ de gravitation et les forces maxvvelliennes F^ v 
ne suffisaient pas. « Le potentiel électromagnétique a en lui 
quelque chose de fondamental qui disparait quand nous en pre¬ 
nons le rotationnel pour obtenir la force électromagnétique obser¬ 
vable » (Eddington). 

Mais, dans le calcul qui vient d'être fait, il y a une hypothèse 
bien douteuse : la structure est supposée continue. Nous ne 
pensons pas que ce soit exact, car l'expérience a révélé une loi de 
discontinuité étrange, la loi des quanta : on ne voit pas comment 
la faire intervenir dans la théorie; elle est peut-être même tout à 
fait en dehors du domaine de la théorie de la relativité. Où est la 
discontinuité? Intersient-elle dans la constitution de l’électron? 
Ce sont des questions auxquelles nous ne pouvons répondre 
aujourd’hui. Toujours est-il que les lois du continu ne doivent pas 
être applicables à l’électron. Peut-être cependant les considérations 
qui précèdent sur la densité de la substance coniiennent-elles une 
part de vérité en décrivant une structure moyenne dans un 
domaine de dimensions comparables aux dimensions qu’on 
attribue à l’électron, et qui est pour nous un domaine extrême¬ 
ment petit. 


CONÇU SIOXS CiCN U\ VIÆS. 


La loi de la gravitation est maintenant connue : elle englobe 
toute la dynamique et bouleverse les anciennes conceptions. 
Jusqu’à la découverte d’Einstein, non seulement on ignorait la loi 
exacte, mais on était bien loin de soupçonner la véritable nature 
du champ de gravitation : on est certain aujourd'hui que ce champ 
est la manifestation du caractère non euclidien de la structure 
géométrique de F Univers. 

L’Univers est caractérisé, en chaque point-événement, par ses 
propriétés géométriques, liées à la présence ou au voisinage de la 
matière. L'espace n’est ni un \ide amorphe, ni l’éther quasi 
matériel de l’ancienne physique, et il ne doit pas être infini. 

Le temps est l’aspect d’une des dimensions de la multiplicité 
quadridimensionnelle qui constitue l’Lnivers; il reste quelque 
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chnsr de mystérieux. S’il existe un système de réference prix i- 
h k ^ie amjiud est hé un « temps < fl 1 ni vers absolu » [ h vpolhcse 
cosmolo^iquc d Lmslein ), ee lemps absolu n’est pas en toute 
rii;ii(‘ur (‘(*lm que nous percevons e( que nous pouvons np'surrr; 
pour nous d ) a toujours, su i va ni la conception de M inkow ski, 
union de 1 espace (i du lemps; la division de LUnivers en « espace » 
<‘l en « lemps » n’esl possible quY.n choisissant convenablement les 
coordonnées, cl elle csl relal i\ e à l’obsen aleur. 

1 oulcfois, les phénomènes de la Nature uni un caractère absolu, 
parce qu ils sont, déterminés par des coïncidences absolues dans 
l kspaco-Tcmps, des inlerseclions de liâmes d’I ni\ ers. îî v a des 
roubles que la science peul atteindre : elles se traduisent par des 
bus qui s exprnmml à laide d’équal ions ml rmséqucs, de, ridai ions 
h'ns<incll< , s où tout s\stéme de coordonnées a disparu. 

( lependanl, la théorie de la rclati\ ilé 11e remonte pas aux causes 
prolondcs des |)Iiénomènes ; elle ne fait pas connaître; la mil un* 
du sid>s| ral mu universel. ( ’/est une description en lan^a^c mal hé- 
malupic, um* interprétation géométrique des lois physiques < * l 
une magnifique synthèse de ces lois, (éc.sl << la science de la 
slruelure cl non celle do la substance » ( Kdd 1 liston). 

La mécanique cl la physique sonl ramenées à la i^éomél rie non 
euclidienne do Lue manu, ou plus exactement à la ÿoinél rie plus 
générale encore de \\ e\ 1-Ld< billion ; ce si là le (nml de la l héoide. 
l);m^ celle géométrie, on “loupe dans un << Imiseur » des onm- 
deurs inséparables les unes des autres, cl Lannulal 1011 d’un îenseur 
( ou l réalité de < leu \ lenseu rs ) exprime une propriété 1 n 1 riiisn pie 
de I 1 imci's. Lu mécanique el un ph\siquc, on forme des l enseurs 
a\ee de-, grandeurs que nous ré\éle notre science expérimentale; 
la théorie de la relalmté affirme que les tenseurs mécaniques et 
ph\siques fondamentaux doivent être égalés à certains tenseurs de 
la “éomél rie rieman n icnne. 

Les tenseurs mécanupies el physnpics sonl é“aux à des lenseurs 
“eomél riques : cela ne saurait èlre mis en doute, mais comment 
faut-il comprendre ces égalités? S’agit-il d'rt/ifations ou s’a^it-d 
d'i</rnfit( : s '/ La loi delà “ravilalion, les lois de lYdeclroma^né- 
iLine sont «‘Iles des conditions imposées parla Nature aux rela¬ 
tions entre la matière el f Lspace-Temps, ou ne sonl-elles que des 
idcnl ilieat ions de fasp(‘cl physique et de l’aspect i»vomél ri que des 
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propriétés* d'une même entité ? Si l'Espaee-Temps el la matière 
.sont deux entités distincte*, les lois fondamentales sont des équa¬ 
tions. Mais si nous admettons, avec M. Eddinglon, que les parli- 
cules qui, en dernière analyse, constituent la matière ne sont 
autre chose qu'une singularité de la struelure géométrique d’I in¬ 
ver*, la matière cesse d'étre une entité primordiale, les tenseurs 
mécaniques el physiques deviennent des tenseurs géométriques 
rus sous un aspect relatif à notre interprétation de la Nature , 
relatif à notre entendement. 

Admettons cette conception. Est-ce dire que la loi de la gravi¬ 
tation, par exemple, est complètement subjective? Non pas, au 
fond, car il existe un théorème 


<x la divergence du tenseur 


t'UL 


V 11 


H 


est identiquement nulle », qui est une propriété intrinsèque de 
la struelure de 11 ni vers, une vérité objective. Mais la loi de con¬ 
servation de Fimpu 1 sion-éner g ie et la loi de la gravitation sont des 
aspects subjectifs de cette vérité. L'homme a recherché ce qui, 
dans la Nature, se présente à ses veux comme permanent : il a 
trouvé les lois de conservation de la masse, de l'énergie, de la 
quantité de mouvement; par synthèses successives, il a été* con¬ 
duit à identifier les grandeurs }>hysiques qu’on peut grouper 
dans un tenseur, le tenseur Tji, avec les grandeurs qui cons¬ 
tituent le tenseur de courbure conservatif écrit plus liant : 
c'est la loi de la gravitation, d’où découle toute la dynamique. 
On ne peut pas prétendre que la Nature force FLnivcrs à se 
•courber dans les régions où il y a de la matière, el force la 
matière à suivre les lois delà dynamique, car c'est nous qui 
définissons la matière de façon que ces lois soient satis¬ 
faites; ce que nous avons appelé tenseur impulsion-énergie n’est 
pas autre chose qu’un tenseur d’Lnivers conservatif; noire loi de 
conservation, ainsi que notre loi de la gravitation ne sont, en 
somme, que des identités. 

Les généralisations successives (Weyl, Eddington) delà théorie 
d’Einstein n’enlèvent aucune rigueur à cette théorie; elles la com¬ 
plètent sans l’altérer. Ces généralisations établissent que le tenseur 
absolu *R^ est décomposable en deux tenseurs, et F (J . V ; dans 
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le système do jauges naturel, qui correspond à la réalilé de nos 
oi>ser\alions, B [; . v est proportionnel à ”' |AV . On peut, dans la des- 
<*r11>lion géométrique de II nivers, considérer séparément le 
tenseur B [XV ou <t g ÎJV <[ui déc.ril. le champ de gravitaluni, et le len¬ 
teur lq ;v «pu décrit le champ électromagnétique : c'est ci*, qu'avait 
lait hinslem; 1 u mler\allc » d Lmslein est absolu, puisque c'est. 
1 in n arianï. absolu B fJ , v , < 7 ./’ v : Iheuvre d 1 Linstcin reste donc 
intacte, elle nYsl nullement atteinte par l’ambiguïté que l'exis¬ 
tence du champ éh*ctromagnétique apporte dans la comparaison 
des longueurs. 

L intérêt de la généralisation est. considérable. Partant <h‘s pro¬ 
priétés les plus générales que doit posséder un Lmvers quadridi- 
mensionnel, la géométrie pure nous enseigne qu il doit \ i s l ( ‘ r 
deux catégories do propriétés qui correspondent, l’une à la nom 
mtégrabibté de la direction, Paul rc à la non-mlégrabibté de la 
longueur; il doit en résulter, à nos omis:, deux catégories d(i phé- 
noménes, deux (diamps de force de natures dill'éreutes. La qua¬ 
druple indétermination dos coordonnées doit entraîner quatre, 
lois do conservation; l'indétermination du système do jauges 
doit donner une cinquième loi do eonscrvnhon. 

C'est bien ce que la Nature nous révèle. Nous connaissons doux 
(diamps de força» : h*, champ de gravitation et h* champ électroma¬ 
gnétique. La conservation de l'impulsion-énergic s'exprime par 
quai re équations, la cinquième loi (est celle de la conservation de 
I elecl ricité. 

Ouelle (pie puis.se être, dans l'avenir, révolution des idées, 
l’union de l'espace et du temps, l'inertie et. la pesanteur de 
l'énergie, la loi de la gravitation, la d\mimique de la relativité, la 
courbure de ri'nivers, les lois générales de réleelromagnélisme 
sont des résultats, presque tous dus au génie d’Lmstein, qui res¬ 
teront acquis à la Science. 

La théorie actuelle pourra être retouchée ou plutôt complétée, 
surtout en ce qui concerne les hypothèses cosmologiques et la 
généralisation de la théorie d’Kinslcin. Mais ce qu'on peut allirmer, 
e est qu'un retour en arriére, vers les idées encore enracinées 




